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L' Associazione '^ MATHE8I0 „ fra Insegnanti di Matematica M 
scuole secondarie fa noto che si è costituito il suo Comitato Direttivo, 

Il SILO primo anno sociale comincieirt col P luglio 1896, 

La sede sociale per il primo biennio (1896-97^ 97-98) è Torino, 
presso il Présidente, Prof. Rodolfo Bettazzi, Corso S. Martine, 1. 

Per quanto concerne ramministrazione, Vinscrizione a Socio, il 
pagamerUo délie quoUj le d&mande di stampati, ecc. occorre rivolgersi 
al Segretario-Tesoriere, Prof. Francesco Giudioe, Corso Ugo Bassi, 40, 
Genova. 

H Comitato farà canoscere dopo la stia prima adunanza ordinaria 
autunnale il regolamento che avrà redatto per il funzionamento del- 
rAssociazione. 

Torino^ 3 aprile 1896. 

per il CmniUtto 

Prof. RODOLFO BETTAZZI 
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Introduction au tome II du ^^ Formulaire de Mathématiques „ 

par G. Peano 



Gottfried Wilhelm Leibniz, pendant toute sa vie (1646-1716) s'est 
occupé d' < une manière de Spécieuse Générale, où toutes les vérités 
de raison seroient réduites & une façon de calcul. Ce pourroit être en 
mêmes tems une manière de Langue ou d'Écriture universelle, mais 
infinement différente de toutes celles qu'on a projetées jusqu'ici ; car les 
caractères, et les paroles mêmes, y dirigeroient la Raison ; et les erreurs 
excepté celles de fait, n'y seroient que des erreurs de calcul. Il seroit 
très difficile de former ou d'inventer cette langue ou caractéristique ; 
mais très aisé de l'apprendre sans aucuns dictionnaires > (Opéra philo- 
sophica, a. 1840, p. 701). 

Il énonce ce projet dans son premier travail, ou, comme il l'appelle, 
dans son «essai d'écolier» intitulé < de arte combinatoria a. 1666 ». 
Dans r « Historia et commentatio linguae charactericae universalis, 
quae simul sit ars inveniendi et judicandi > (ib. p. 162), il dit que ces 
pensées « semper altissime infixae menti haesere ». Il fixe le temps 
nécessaire à la former: « aliquot selectos homines rem intra quinquen- 
nium absolvere posse puto » . Il trouve cette découverte plus importante 
que l'invention des télescopes et des microscopes; elle est l'étoile polaire 
du raisonnement. Il ajoute enfin « Itaque repeto, quod saepe dixi, 
hominem, qui neque Propheta sit neque Princeps, majus aliquid generis 
humani bono, nec divinae gloriae accomodatius suscipere nunquam 
posse». 

Dans ses dernières lettres il regrette « que si j'avois été moins distrait, 
ou si j'étois plus jeune, ou assisté par des jeimes gents bien disposés, 
j'espérerois donner une manière de » cette spécieuse (pag. 701). Il dit 
atissi (pag. 703) < J'ai parlé de ma spécieuse générale k Mr. le Marquis 
de l'HospitaJ, et À d'autres; mais ils n' y ont point donné plus d' at- 
tention que si je leur avois conté un songe. Il fondrait que je l'ap- 
puyasse par quelque usage palpable; mais pour cet effet il faudroit 
fabriquer une partie au. moins de ma Charactéristique; ce qui n'est 
pas aisé, surtout dans l'était où je suis ». 

R, d. il/. - VI 1 



Après deux siècles, ce « songe » de Tinventeur du Calcul infinitésimal 
est devenu une réalité. Leibniz a publié bien peu sur ce problème; 
mais dans ses manuscrits, publiés en 1840 par Erdmann, on trouve des 
idées précises, et beaucoup de propositions qui constituent la Logique 
mathématique (!*'• partie du Formulaire). Plusieurs auteurs ont con- 
tinués ces études (1). Enfin nous sommes arrivés à terminer l'analyse 
des idées, de logique, exprimées dans le langage ordinaire par une 
foule de termes (est, sont, soit, être, exister, avoir, pouvoir, donner, 
prendre, oui, non, et, ou, si, lorsque, déduire, tout, rien, quelque, 
chaque, égal, partie,...), en les exprimant toutes au moyen des idées 
représentées par les signes e, o, =, »^ , «^ , -, a, lesquelles sont encore 
réductibles. 

Dans le petit livre « Arithmetices principia, nova methodo esposita, 
a. 1889», nous avons pour la première fois exposé toute une théorie, 
théorèmes, définitions et démonstrations, en symboles qui remplacent 
tout-à-fait le langage ordinaire. 

Nous avons donc la solution du problème proposé par Leibniz. Je 
dis « la solution » et non « une solution », car elle est unique. La 
Logique mathématique, la nouvelle science composée de ces recherches, 
a pour objet les propriétés des opérations et des relations de logique. 
Son objet est donc un ensemble de vérités, et non de conventions. 

L'étude des propriétés diflérentes des idées représentées par les 
signes e et o nous empêche de les représenter par le Jnême sigfne, 
bien que dans le langage ils correspondent à peu près au même terme 
« être » . L'identité des propriétés des expressions « est contenu » et 
« on déduit * nous indique qu'il n'y a entre elles qu'une différence 
grammaticale, et nous porte à. les indiquer par le même signe o. Et 
ainsi de suite. En changeant le forme des signes s, o,... on ne change 
pas ces. vérités. 

Ces résultats sont merveilleux, et bien dignes des éloges de Leibniz 
à la science qu'il avait deviné. Toutefois pour apprendre l'usage des 
symboles il faut de l'exercice. Nous disons par ex. q'on peut lire les 
signes o, w,- par les mots « et, ou, non »; en effet on obtient ainsi 
en général une passable lecture des formules; mais avec un peu d'ha- 
bitude on lit les propositions en symboles avec la forme même qu'ont 
les propositions dans le langage ordinaire. 

La transformation du langage ordinaire en symboles présente des 
difficultés plus grandes. Il faut d' abord analyser complètement les 



(1) Les travaux plus importants sur ce siget ont été mentionnés et analysés 
dans les volumes de la « Rivista di Matematica » a, 1891 et suivants. 
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propositions qu'on veut écrire en symboles. Mais cette analyse a son avan- 
tage; combien de fois la proposition se transforme-t-elle en une identité, 
ou on y découvre des inexactitudes, des lacunes, des ambiguïtés ! 

On a déjà appliqué ces résultats soit à énoncer avec précision 
quelques propositions, soit k analyser des théories complètes, spécia- 
lement relatives aux principes toujours controversés des mathématiques. 
€ Itaque profertur hic calculus quidam novus et mirificus, qui in om- 
nibus nostris ratiocinationibus locum habet, et qui non minus accurate 
procedit quam Arithmetica aut Algebra. Quo adhibito semper termi- 
nari possunt controversiae quantuçi ex datis eas determinari possibile 
est, manu tantum ad calamum admoto, ut sufficiat duos disputantes 
omissis verborum concertationibus sibi invecem dicere: caîculemus, ita 
enim perinde ac si duo Arithmetici disputarent de quodam calculi 
errore» (Leibniz, p. 98). 

L'écriture simple et précise qui découle de la Logique mathéma- 
tique nous donne l'instrument pour résoudre une question pratique qui 
s'impose tous les jours davantage. Citons encore Leibniz (p. 165): 

« Quand je considère combien nous avons de belles découvertes, 
combien de méditations solides et importantes, et combien se trouvent 
d'esprits excellons qui ne manquent pas d' ardeur pour la recherche 
de la vérité, je crois que nous sommes en état d'aller plus loin et que 
les affaires du genre humain, quant aux sciences, pourraient en peu de 
temps merveilleusement changer de face. Mais quand je vois de l'autre 
côté le peu de concert des desseins, les routes opposées qu'on tient,... 
enfin quand je considère... qu'on se contente des discours spécieux 
au lieu d'une méthode sérieuse et décisive^ j'appréhende que nous ne 
soyons pour demeurer long tems dans la confusion... Je crains même, 
qu'on ne se dégoûte des sciences et que par un désespoir fatal les 
hommes ne retombent dans la barbarie. À quoi cette horrible masse de 
livres, qui va toiyours en augmentant, pourrait contribuer beaucoup. 
Car enfin le désordre se rendra presque insurmontable, la multitude 
des auteurs qui deviendra infinie en peu de tems, les exposera tous 
ensemble au danger d'un oubli général, l'experance de la gloire, qui 
anime bien des gens dans le travail dés études, cessera tout d'un coup, 
il sera peut être aussi honteux d' être auteur, qu' il étoit honorable 
autre fois » . 

Mais il ajoute « je ne laisse pas d'espérer le contraire pour des raisons 
très fortes » . En effet bien de travaux sont justement récompensés par 
l'oubli complet, qui s'attache aussi à des travaux qui ne mériteraient 
pas cette fin. 

Or il est possible de publier un Formulaire de Mathématiques qui con- 
tienne toutes les propositions connues dans les sciences mathématiques, 
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toutes les démonstrations, toutes les méthodes. Elles, écrites en symboles, 
occupent peu de place, beaucoup moins qu'on ne pourrait croire. Il 
y a une infinité de livres et de Mémoires inutiles, erronés, ou dans 
lesquelles on répète ce que d'autres auteurs ont déjà dit. Ce qui reste 
à écrire dans le Formulaire n'est qu'une partie infiniment petite de 
ce qu'on a publié jusqu'à présent. 

Je suppose ce formulaire terminé, ou près de l'être. Veut-on étudier 
un sujet quelconque? On ouvre ce Formulaire à la place convenable 
car on peut ordonner les sujets selon les signes qui les composent, 
comme on ordonne dans un dictionnaire les mots selon les lettres 
qui les constituent. On trouvera en quelques pages toutes les vérités 
connues sur ce sujet, avec leurs démonstrations et indications historiques. 
Si le lecteur connaît encore une proposition, qu'il a découverte, ou 
qu'il a trouvée, dans quelque livre, ou s'il remarque quelque inexacti- 
tude dans ces propositions, il communiquera ces additions et corrections 
à la Rédaction du Formulaire^ qui l'annoncera dans quelque publication 
périodique, et en tiendra compte dans une édition suivante. 

Chaque professeur pourra adopter pour texte ce Formulaire, car il 
doit contenir toutes les propositions et toutes les méthodes. Son ensei^ 
gnement sera réduit à montrer à lire ces formules, et à indiquer aux 
élèves les propositions qu'il désire expliquer dans son cours. 

Ce projet est assurément beau. Malheureusement son exécution 
surpasse les forces, non d'un homme, mais de plusieurs hommes. Seu- 
lement une société nombreuse et bien organisée pourrait Faccomplir. 

En attendant que quelque société savante s'empare de ce projet, 
nous avons publié, avec la collaboration de plusieurs collègues, le I 
tome du Formulaire. 

Car il n'est pas nécessaire que tout ce travail soit fini pour porter 
son avantage. Chaque partie publiée sert déjà aux étudiants de ces sujets 
particuliers. 

Ce premier essai présente naturellement des lacunes. Nous com- 
mençons maintenant le II volume du Formulaire; et nous publions de 
nouveau les parties du I tome, sur lesquelles on nous a indiqué de 
nombreuses corrections et additions. 
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La loi des racines en Logique 

par M. P. PoRETSKY, à Qorodnia (Russie). 



Soit donnée une équation logique générale 

f(a ,bfCyd, ...) «- (1) 

contenant n-f-1 lettres a , 6, c , cï, ... Nons pouvons résoudre cette 
équation relativement à chacun des n -h 1 symboles a, &, c, ... et 
aux 71 -H 1 négations a^j 5^, c^ , ... Pour la résoudre relativement à 
a ou a^ nous commençons par la réduire à la forme suivante:] 

Ga-hffa^^Oy (2) 

oti G et H sont les fonctions de n lettres restantes &, c, d, ... En 
multipliant les deux membres de l'équation (2) par le produit G^nous 
avons la conclusion: 

GHa -+- GUa^ =GH^O. (3) 

La condition (3) est Tune des conséquences nécessaires de l'équation 
(1) ou (2). 

J'ai démontré (en 1884) que l'équation (2) est équivalente à l'équation 

a = GqU -h Ha^ , (4) 

qui nous donne la description logique de tous les a satisfaisant à 
l'équation donnée (1) ou (2). Je veux à présent utiliser cette description 
I>our trouver le nombre et les valeurs de toutes les racines a de l'équation 
donnée (1). 

Voici cette description : la classe a est contenue en G^ et contient H» 
Pour que cette description soit réelle, il faut que H soit contenu en Gq\ 
ce qui coïncide avec l'équation (3J. 
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Allons plufi loin. Nous pouvons écrire ainsi les fonctions Gq et //t 

G, ^ G,ff-h G,H, , //= G,H. (5) 

Le terme GH étant égal à 0, nous le rejetons de la formule pour H. 
La description de la classe a devient alors : a contient Gf^H et est con- 
tenu en G^H-h GqH^ , c'est-à-dire que les a diverses contiennent tout 
GqH et des parties diverses de la classe GqHq. Il s'en suit que tous 
les a doivent satis&ire à la condition suivante : 

« 

a^G,H-^xG,H,, (6) 

où X est une classe tout-à-fait arbitraire. 

Ici se présente cette question grave: devons-nous chercher les a 
exprimés au moyen des n lettres restantes du discours seulement, c'est- 
à-dire des lettres 6, c, d , ..., ou ne pouvons- nous pas nous borner 
aux limites du discours, et chercher les a avec l'aide des lettres 
b fC ,d y .,, et des lettres étrangères a , ^ , y ,••• ^ 
, M. Schroder pense que les limites du discours ne sont pas obligatoires 
pour nous. En tel cas nous devons nous contenter de la formule (6) 
et dire que le nombre des racines a est infini. Mais je pense autrement 
et j'avoue que chercher les valeurs de a exprimées à l'aide des lettres 
étrangères au discours est une action non logique. Par cette raison 
nous devons traiter la classe arbitraire x comme une fonction de n 
lettres seulement 6, c, d, ... et aller encore plus loin. Cette voie 
nous conduit à la loi même des racines en Logique. 

On sait que avec n lettres nous pouvons composer seulement le 

nombre 2* des classes diverses. Par conséquent le nombre des racines 
a ne doit pas surpasser ce nombre. Mais beaucoup dos valeurs de x 
substituées dans la formule (6) ne nous donnent qu'une seule valeur de a. 
Par exemple les valeurs £c = 0, G, J7, GH^ GH^ , G^H^ G-^H nous 
donnent la même valeur a -~^ GqII, Par cette raison le nombre des 
racines a devient encore plus limité. 

On sait que avec n lettres nous pouvons composer le nombre 2" de 
classes indécomposables en subclasses sans l'aide de lettres étrangères 
au discours. Nous nommerons ces classes les éléments du discours. 
L'un de ces éléments est le produit des w lettres du discours. Tous les 
autres éléments s'obtiennent de ce même produit en attribuant le 
signe Q consécutivement à l'un de ses facteurs, à deux, à trois et ainsi 
de suite. 

On peut démontrer que les éléments possèdent les propriétés sui- 
vantes: 1) le produit de deux éléments est égal à zéro; 2) le produit 
d'un élément quelconque par la fonction quelconque du discours est 
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égal ou à zéro ou à ce même élément; et 3) chaque classe du discours 
eBt composée de la somme de quelques éléments. 

Pour décomposer une classe donnée dans la somme des éléments, 
il faut décomposer chacun des ses termes (monômes) séparément et 
rejeter toutes les réitérations de chacun des éléments. Pour décomposer 
le monôme ayant i facteurs, il faut le multiplier par le produit de ii — i 
binômes de la forme q-^qo composés & Taide de toutes les lettres 
manquantes k ce monôme, après quoi le monôme donné se transforme 
dans la somme des éléments, en nombre 2'*—'. 

Supposons à présent que la fonction Gf,^o , qui figure dans la for- 
mule (6) se décompose dans la somme de m éléments divers suivants : 

GqHq = e'^ ' -h e^'^) -¥- e(3» -+-... H- e^»'»> . (7) 

La formule (6) devient alors: 

a = GqB-^ X (e'i) -h éi'2.» -+-,.. -h e^'«») . (8) 

Mais nous savons déjà par ce qui précède, que le produit de la fonction 
quelconque x du discours pour la somme de m éléments ne peut nous 
donner que la somme de quelques-uns de ces mêmes éléments. Pour 

cette cause toutes les valeurs possibles de x en nombre 2* multipliées 
par la somme de m éléments doivent nous donner toutes les 2^*' classes 
diverses que Ton peut composer avec ces m éléments. D'où nous con- 
cluons que le nombre total des racines diverses a est égal à 2"*, m étant 
le nombre des éléments divers de la fonction G^H^, 

Si nous désignons par le symbole 2(e(*),e^2)^ ..., e^*"^) toutes les 2"* 
classes que l'on peut composer des éléments e<*>, e*^) , ... , e'»"), la for- 
mule (8) devient: 

a =- (7o//H- 2 (e'i), e<2) , ... , e(«)). 

Cette formule exprime la loi des racines en Logique. Toutes les 2"* 
racines a s'obtiennent en ajoutant à la même fonction G^H toutes les 
combinaisons des éléments de la fonction G^IT^^, 
Pour les racines a^ nous aurons la formule: 

a^ = GH^ -f- 2 (e^i) , e(2) ^ . . . ^ ^(m)). 

Pour avoir les racines b et b^ il faut réduire l'équation donnée (1) 
à la forme G'b -4- H\ == 0. Et ainsi de suite. 



^8 - 
Exemple. — Pour Téquatioa 

a{bc -+- b^Co) -H a^b = 

nous avons: 

G^^bc-hb^c^j H^b^ GQ^^bCo-^-b^Cy ^^^ = ô^ , G^H^^b^Cy 

G^H= bcQ , GHq -= ÔqCo . 

Le nombre m est égal a 1, et les deux racines a et a^ sont: 

La rédaction de la même équation à la forme 

b (a^ -+- c) -H bf^acQ = 
nous donne: 

^ = «o-»-c, H=^cu^Qj G^^acj iro = €o-+-c, GqH^^O^ 

OqH= oCq , GHq ^a^-hc. 

Ici le nombre m est égal à zéro et les racines uniques b et b^ seront: 

b = oCq , b^ = Uq -h c. 

Enfin la réduction de la même équation à la forme 

cb -H Cq (oÔq -+- a^b) « 
nous donne 

G = b^ H=^abç,-haçp^ G^^b^^, 11^ ^ ab -^ a^p^ ^ GqH^^qJjç,, 

G^H^a\, NII^^ab\ 
éS) == ab^ , d^) — ct[>o -+- ajb^ = 6^ ; c^^^) = a^ , c^'^) ^ oô _+_ «^^^ . 

P. PORETSKY. 
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Un sistema di postulat! 
per la Geometria Projettiva astratta degli iperspazf 



Nota di Mario Pieri 



§ 1. — La Geometria projettiva d^li spazî da qaante si vogliano 
'dîmenBioni, intesa corne scienza aatonoma, rimaoe tuttavia soggetto di 
-controversia per molti, a oui non sembra che tutti i suoi principî siano 
affermati con quel grado di chiarezza e di rigore, ohe si ^prétende 
a ragione in ogni ramo di scienza esatta. Una succinta analisi délie 
premesse, su cui potrebbe logicamente fondarsi una dpttrina projettiva 
degli iperspazîy non è dunque fuor di proposito; quantunque non man- 
chino lavori di molto pregio vôlti al medesimo scopo, od aventi un fine 
prossimo a quello (*). 

In uno studio récente « Sui principî che reggono la Geometria di 
Ppsizione » (*♦) ho proposto diciannove postula ti atti a fondare Tordi- 
naria Geometria Projettiva corne scienza deduttiva astratta, indipen- 
dente da ogni altro corpo'di dottrine matematiche o fisiche, e in par- 
ticolare daglî assiomi, od ipotesi, délia Geometria elementare euclidèa; 
e successiv ameute ho mostrato (♦**) che essi sono realmente suiïicienti 
agli scopi délia pura Geometria di posizione ( « costruirende Géométrie »), 
poichè se ne deduce la rappresentazione dei punti projettivi mediante 
coordinate. Qui nulla ho da mutare circa Tindirizzo ivi adottato, che 



(*) Yed. p. e. Amodeo < Quali possono essere i posinlati, ecc. > (Atti deirAc- 
cademia deUe Soienze di Torino, 1891). — VsKONBeiB « Fonàamenti di Geometria a 
pià dimenêioni, eoc. (Padova, 1891). — F^NO c Sui poatulaii fimdamentali délia Geo- 
metria FrojeiUva, ecc. (Giomale di Btlatematiche) 1891). — ënriques « S»i fim- 
•damenti délia Geometria I\^ttiva > (Rendic. del R. Istltnto LombardO) 1894). 

(**) Atti d. Accttd. d. Scienze di TorinO; 1895. Citerd appresso questa me- 
jnoria col segoo m.l, 

(**"*) In altre dae Note, che fan segoito a qnella (Atti di Torino, 1896). 
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è un îndirizzo puramente deduttivo ed astratto (*) ; e poco da aggiun- 
gere e togliere per passare dal carapo délie rette e dei piani projettivi 
a queJlo molto più vasto délie forme lineari di n* specie in uno spazio 
générale ; entro un ambiente, cioè, do ve esistano forme lineari di specie 
comunque grande: cosl che il présente scritto puô aversi come appen- 
dice, o complemento, di quello. In particolare nulla è da modificare 
circa 1 postulatl del separarsi, 1 quali saranno qui riprodotti (§ 5) senza 
amplificazione di sorta, rinviandosi per maggiori notizie il lettore alla 
memoria citata. Dalla quale è sperabile che emerga eziandio la possi- 
bilità di provare coi metodi délia logica algebrica alcune affermazioni, 
che i termîni del présente articolo non consentono di approfondire quanto 
sarebbe opportuno. 

Circa i seguenti postulat! non è detto che siano îTidipendenti fra 
loro, ne irreduttibili: condizioni queste, che toccano quasi alla perfezione 
idéale ; soltanto si afferma che essi bastano (in un cogli assiomi logici (**), 
leggi del pensiero) a sostener Tintero edifizio d'una geometria pro- 
jettiva astratta degli iperspazî. 

§ 2. — Il simbolo [0] leggasi « punto projettivo », o < classe dei 
punti projettivi », od anche « spazio générale ». Il fatto che la parola 
« punto » dénota qui una classe di enti, ossia che ha valore di nome 
collettivOy puô afifermarsi esplicitamente con un primo postulato: 

(I) [0]eK Pp 

Con un seconde postulato si dira pol che questa classe non è iUusoria, 
ossia che contiene almeno un individuo: 

(II) [0] - = A Pp. 



(*) Astratto, in qnanto prescinde da ogni interpretazione fiaica délie premesse, 
e quindi anche dalla loro evidenza, ed intuUiviià geometrica: a difierenza di un altro 
indirizzo (che chiamereî fisioo-geometrico) secondo il qnale gli enti primitiri e 
gll assiomi voglion esser desunti dall'osservazione diretta del mondo esterno, e 
identificatl con le idée che si acquistano per via d'indnzione sperimentale da 
certi déterminât! oggetti e fatti fisici (Pasch, Pkano, .».)• 

(**) Aile quali (seguendo in qnesto il Dedbkind ed altri) ascriveremo altresl 
le proposizioni primitive sul numéro int^ero positivo — corne ad es. il priucipio 
dHnduzUme (o, piuttosto, di deduzioné) compléta — poichè non par guari possibile 
alcuna scienza deduttiva senza il loro concorso. — Questa comnnanza di assiomi 
(è noto che VAnalisi pura non ha postulati suoi proprî, se tali non siano i principî 
sul numéro (int. pos.) e sullMdea di succesHvo ad un numéro) è una conferma délia 
solidarietà esistente ira le discipline analitiche e geometriche. 
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Questo ente « punto » non è deflnito, o (corne altri si esprime) è 
<ieflnito in se stesso da tutte quelle proprietà che gli verranno attribuite 
jnan mano {*). Ck)l poBtulato seguente s'impone, ad es., che « se a ë un 
pnnto, esista ancora un punto diverse da quelle »: 

(III) ae[0].o:[0],-ta.-==A Pp. 

Essendo a , b due punti non coincidenti (ipotési non assurda in 
virtù di (I) e (II)), col simbolo ab si rappresenta un nuovo ente primi- 
tive, a cui si attribuiscono intanto le quaiità seguenti: 

<IV) a,&s[0].a- = &:o.a6eK Pp. 

<V) » » :o.abo[0] Pp. 

che si potrebbero entrambe racchiudere neirunica proposizione a , 6 e [0]. 
a - = 6 : o . oô ? K[0] (**) esprimente che « se a , & sono punti distinti, 
ab è una classe o varietà di punti, ossia una figura » . Con ciô non è 
detto ancora che il simbolo a& rappresenti una iigura indimdiuita me- 
diante a , b: questa ed altre determinazioni del contenuto di « a& » 
risulteianno a poco per volta dai pctetulati seguenti: 

(VI) a,6efO].a- = 6:o.a£a6 Pp. 

(VII) » » :o .aboba Pp. 

Ooè « sotto le stesse ipotesi, la figura ab deve contenere il punto a 
ed esser contenuta nella figura ba », Di qui segue immediatamente : 

a,&e[0J.a- = 5:o.aô = 5a Teor. 

» » :o .bzab Teor. 

Adesso puô deflnirsi, come Tinsieme di tutti i possibiîi CDti « ab », 
un nuovo ente « [1] » da chîamarsi « retta projettiva »: 

[1] = r e {a , 6 £ [0] . a - = 6 . r = a6 : - =«, h a} Def. 

[1] è pertanto il simbolo d'una classe di classi di punti, non illusoria 
in virtù délie cose precedenti: 

[lleKK[0] [1]- = A Teor^ 



(*) Yed. BuKALi-FoRTi < Logica matemaiica > (Milanoi Hœpli, 1894), pag. 129« 
("*) Cosl fa fatto in m.l; § 2, dove è anche tacinto il postnlato (I). 
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In ordinè agrindividuL di qaesta classe arametteremo aiicora 1 po^ 
Btulatî segaenti : 

(VIII) a , & e [0] . a - = ô : : a6 - 1 a - 1 6 , - = A Pp- 

(IX) a,&e[0].a- = 6.C8a6-ia:o.a6oac Pp, 

cloè che « essendo a , b due pantl distinti, la figura ab contîene un 
punto almeno diverâo da a e da 6; e se c è un punto di €ib diverso 
dsL a, ab è contenuta in oc » , E da questi e dai preeedeuti ai deduce : 

a,6e[0].a- = &.cea6-ta:o.a6 = a€ Teor. 

» » c e a6 - 1 6 : . oô = 6c (♦) Teor. 

y> » cea6-ta-t6:o.ac = 6c Teor. 

onde si puô dimostrare (m.l, § 2) qualmente: 

a,6,c,de[0].a-==&.a = c.6 = d:o.a6«acd Teor^ 

ossia che « essendo dati 1 punti (distîntî) a e b, l'ente ab non puô mu- 
tare, se questi punti non mutano ». 11 sîmbolo « ab » puô leggersi 
« retta projettiva ah ». 

§ 3. — Essendo a un punto e k una classe arbitraria di punti, col- 
simbolo ak denoteremo « la visuàle (**) di A; da a » vale a dire Tin- 
sieme di tutti i punti délie rette che uniscono il punto a coi varî punti 
di k divers! da a: 

k e K[0] . a e [0] : o . afc = a; e (y e fe - 1 a . a? e ay : - =y a) Def. 

Taie nozione è fondamentale in Geometria Projettiva: per mezzo di 
essa è possibile una definizUme délie varie forme fondamentali o êpazî 
lineari, a cominciare dal piano projettiva, Essendo r una retta, ed a 
un punto fuori di r, si chiamerà « piano projettivo ar » la visuale di 
r da a; cosicchè: 

r £ [1] . a e [OJ - r : . ar e K[0] Def. 

Diremo poi « classe dei piani projettivi », o sempliceraente « piano 



(*) Qaesta proposizione, équivalente al prodotto logico di (VII) e (IX), teneva 
Inogo dapprima (m.l, § 2) a qaesti postiilati: la sna scomposizione in (VII) e (IX) 
Bii fa poi soggerita dal aig. Dott. A. Padoa. 

(**) Parola da me proposta per rondere il tedesco « Schein » nel senso di Staudt, 
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prqjettivo », e indicheremo con [2], rinsieme dl tutti i possibili piani 
ar\ vale a dire: 

[2] =^ {r e [1] . o 6 [0] - r . ^ = ar : - =«r , a a} Def. 

La classe [2] ë, corne la [1], ymBicUisse diclassidi punti: [2]&KK[0]; 
ina non è anche detto che essa contenga individu!, cioè che sia 
r 6 [1] . a e [0] - r : - =r , a A ; ciô per altro risulterà dal postulato (XI). 
È poi facile a vedersi, che un individuo qualsivoglia délia classe [2] 
non pu6 esser ne retta, ne punto ; e viceversa. 

In ordine al piano projettivo sembra altresl necessario un postulato 
spéciale, che si puô scegliere ad es. sotto la forma (Ved. m.], § 5) : 

(X) a,6,ce[0].6-=*c.a-e6c.de a{bc) - 1 6 : o . M o a(bc) Pp. 

per mezzo del quale si dimostra che « un piano è individuato da tre 
qualunque dei suoi punti non allineati »; che « due rette giacenti in 
un medesimo piano hanno sempre almeno un punto a comune »; ecc., 
ecc. (Ved. m. 1, § 6). La proposizione (X) è in fonde un nuovo predi- 
cato sulle catégorie « punto projettivo » e « congiungente due punti 
projetti\'i » (§2). 

Procedendo in modo al tutto simile, puô introdursî la forma fon- 
damentale di 3* specie, o spazio projettivo (lineare) a tre dim^nsioni, 
mediante la definizîone seguente : 

[3] = « e { j> e [2] . a e [0] -i? . « = op : - =p, a a} Def. 

in virtù délia quale [3] e KK[0], ecc. Se ora ad es. si vuole che il 
inassimo ambiente possibile per le figure, cioè la classe dei punti, sia 
precisamente uno spazio [3] — cioè se si vuol fare la geometria pro- 
jettiva a tre dimensioni — conviene dar luogo ulteriormente ai tre 
postulat! seguenti (Ved. w.l, §§ 2 e 6) : 

re[l] . : [0]-r .- = A 

p e [2] . : [0] - p . • = A 

re[l] .jpe [2]: . r^-^p- = a 

oltre a quelli che han per soggetto il segmenta projettivo e saranno 
enunciati fra poco (§ 5); cosicchè allora si potranno contare in tutto 
ventidue postulati (*). 



(*) Il simile è da dire circa la geometria projettiva ad n dimensiom, posto 
<^e n sia on mimeio (int. pos.) dato aritmeticamente. I postulati (sufflcienti) sa- 
tanno x>^t essa in nnmoro di 10 + n + 9 = n -4- 19. In qnesti cas! per altro, il 
simbolo [0] non è da chiamarsi spazio generdU (§ 1). 
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§ 4, — Ma il mio scopo è di protrarre in inflnito la série [1] , 
[2] , [3] , ..., médian te un numéro flnito di definizioni e postulati. A 
ciô si riesce in virtù del principio logico dHnd'iizione compléta (♦). Ac- 
canto alla definizione (§ 2) : 

(a) [1 J = r e {a , & e [0] . a - = 6 . r = «6 : - =«^ b a} Def. 

pongasl Taltra: 

(P) ne l-f-N.o.f7iJ=K[0] '^œ e \y e \n — l].a £ [0]-y.5C=ay:- ==y , «AJ Def. 

dove il simbolo [n] puô leggersi « forma fondamentale di n* 8pecie » 
« f^pazio projettivo (lineare) ad n dimensioni {**), L'ultima dîce 
in sostanza che « r[n], o*spazio lineare ad n dimensioni — sup- 
poBto n numéro intero positivo maggior d'une — è la classe di tutte 
le possibili flgv^e Xy per ognuna délie quali esiste un individuo y délia 
classe [n— 1] (11 quale alla sua volta sarà classe di punti o figura 
quand'anche fosse n— 1=^1 (§2)) ed un punto a fiiori di esso, di guisa 
che X sia la visuale di ^ da a >. Le proposizioni (a) e (^) prese insieme 
costituiscono una deflnizione induttiva di 2* specie (***), la quale déter- 
mina pienamente il valore del segno [n] per n intero poèitivo arbitrario. 
Il numéro n si dira specie, o dim^ermoney di {n\, 

Per affermar poi Tesistenza (idéale) di cosi fatti enti [n], basterà 
che si ammetta p. e. il postulato seguente: 

(XI) w e N . cr e [ti] : : [0] - cr . - = A Pp. 

cioè che « dato uno spazio lineare di n^ specie, esiste almeno un punto 
che non gli appartiene » — onde si puô dimostrare che: 

71 e N . . [w] - = A Teor. 

Supposto invero n>l ed [n — 1]- = a, non sarà assurda Tipotesi 
y e [n— 1] ; e quindi, per il postulato (XI), nemmeno la proposizione 
a £ [0] - y, Di poi, per la definizione (a)(^), y sarà una classe di punti, 
e taie p. c. anche la sua visuale x=^ay presa dal punto a. Esisterà 



(*; Ved. p. 68. BuRALi-FoRTi, loc. cit., pagg. 100-103 e 126-128. 

(**) Il segno [n\ è tolto da H. Schcbkrt : Math. Auiialen, Bd. 26. 

(***) BURALi-FoRTi, loc. Cit., pag. 128. La condizione imposta ad ogni spazio 
[n] di essere nna K[0] giova a cho tutti i segnî del secondo membro di (â) abbiano 
«m senso ancorchè resti indeterminato il valore nnmerico di n ; ma essa potrebbe 
ciô non ostaute sopprimersi, dopo di cho qnel secondo membio aviebbe sempre un 
significato preciso, quando ad n si dessero succeBsxvamente i valori 2, 3; 4, ... 
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donque allora un indivîdao x almeno délia classe rappresentata nel 
secondo membro di (P). IKaltra parte si sa già (§2) che [1]- = a: 
quindi il teorema^ in forza del principio d'iûduzione compléta, dovrà 
esser vero per qualsivoglia n (♦). 

Per le proprietà che si aggirano intomo alVappartenersi degli enti 
[0] ed [n\j OBsia intomo aile mntue projezioni e intersezioni di spazî 
lineari, non c'è bisogno d'altri postalati oltre quelli ammessi ônora 
{undici in tntto). Ck)si p. e. il £sitto che « una retta ed un piano gia- 
centi in un medesimo spazio projettivo di 3* specie hanno sempre 
(almeno) un punto a comune », ossia che: 

ae[3] .re [l].i>e [2] .rv^poa : o .^^2?- = a Teor. 

si puô dimostrare in modo perfettamente simile a quello da me seguito 
nel caso di due rette giacenti nel medesimo piano (m.l, pag. 18). £d 
ë similmente un teorema la proposizione che « una retta ed un piano 
che non abbiano alcun punto comune individuano un [4] che li con- 
tiene ». Ecc, ecc. 

§ 5. — Essendo a^hyC tre punti distinti sopra una retta projettiva 
<iata, il simbolo (abc) leggasi « segmenta projettivo abc » . 

(XII) r£[l].a,6,cer.a- = &.6- = c.c-==a:o. {abc) e Kr Pp. 

(XIII) » » » : o . a - s (abc) » 

(XIV) » » » : . {abc) = {cba) » 

(XV) r e [l].a,&,c 6r.a- = 6.6- = c.c- = a.c2er --{abc) -ta: 

: . d e ipca) Pp. 

(XVI) r£[l].a,6,cer.a- = 6.6-==c.c- = a:o:r-ta-tc- 

- [abc) . - = A Pp. 

(XVII) re[l].rt,&,C£r.a- = 6.6- = c.c- = a.de (pca) o {cab) : 

: . ci - e {abc) Pp. 

(XVIII) re[l].a,6,cer.a- = 6.6- = c.c- = a,de {abc) : 

: . {abc) == {adc) Pp. 



(*) Viceversa dal teorema si deduce il postnlato ; onde questo potrebbe esser 
sostituito da quello. — Si pu6 osservare che iL postulato (XI) abbraccia infinité affer- 
mazîoui, per altro organlzzate sotto un^unioa legge. Un fatto simile accade p. e. 
neU'assioma : 

a£N.3.a + l£N 

ehe si pa5 sciogliere in infinité proposizioni, cioè : se 1 è on numéro, il suocessivo 
di 1 (cioè 2) è un numéro; se 2 è un numéro ... 
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(XIX) r£[l].a,6,cer.a- = 6. 6- = c . c- = a: 7i,fce K[Oj. 
/i,fc-= A . h\^k=^{abc) ,\ xzh.ygkiOjc^y ,yz (acx):: 
::o :-:zt{aàc) .\ m {abc),zi{acu):o^ .uzh ,\ vî.[abc), 

. V e {acz) : Op . t; £ fe :: - =, A Pp. 

Queste proposizioni corrono al tutto indipendenti dai Postulati 
(I), ..., (XI), potendoBi qui leggor dovunque reK al posto di re[lj. 
Sopra di esse potrebbe dunque costruirsi un trattato deUa struttura 
o conne88ioiie di certe classi (ad una dimensione), di cui la retta pro- 
jettiva non è che un caso particolare. 

Conviene per ultimo ammettere il postulato seguente, che giova agli 
Bcopi délia Geometria projettiva: 

(XX) r,re[l].r- = /.a,&,c,ci£r.rt- = 6.6- = c.c-^a. 
cr', y, c', dC e /.a- =6' . 6- =c' . c - ^a'r.p z [0] * (a^a!^) £ Cl . 

• (^> ^'>1^) s Cl . (c, c',p) e Cl . (d, éT,^) £ Cl : - =p a:: : d e {abc) . 

. . (f £ (a'6V) Pp. 

dove il valore del segno « e Cl » (sono collineari) viene espresso da : 
Uyhfi £ [OJ.o: :(a , 6 , c) £ Cl . = . • ,x^y e [Oj. x - =y . a,6,c £ a?y:- =x , yA Det 

IToWno, febbraio 1896. 
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^ cîdtivo de la matematica y la forma dedtictiva de la inferenda por 
el iBgeniero geografb Ezbquiel Pbrez, jefe del Departamento de 
PesoB y medidas del Minjsteria de Fomento. — Mexico {Memorias 
y Beviatas de la Sociedad cientiflca « Antonio Alzate », Tomo VIII). 

Questo brève scritto contiene parecchie sensate osservazioni sulla 
convenienza di trattare la teoria del sillogismo e in générale la logica 
deduttiva con procedimenti matematici e snl vantaggîo che présenta 
lo Btudlo délia matematica per tutti quelli che devono spesso fàr nso 
del ragionamento deduttivo {para todos los que cultivan la forma de- 
ductiva de la prueba), 

L'Autore dice di essere stato spinto a occuparsi di questi argomentl 
dal desiderio di determinare le cause che conferiscono al ragionamento 
per deduzione quel rigore che lo contraddistingue dalle altre forme 
d/inferenza {par el interes de buscar el porquè del rigor de las conclvr 
9ùme8 syUogisticaê). Non mi pare jperà che il suo lavoro porti alcun 
coutributo sostanziale verso la soluzione di taie questione che, come 
tante altre délie questioni cosidette filosofkhey présenta maggior diffîcoltà 
a<i essere bene posta ed esattameute formulata che non a essere risolta, 
una volta che sia stata enunciata in modo précise e determinato. Il 
che certamente non équivale a dire che essa sia una questione di poca 
importanza e che non esiga per esser trattata convenientemente una 
conoscenza profonda e comprensiva dei varî metodi e processi mentali 
che entrano in azione nelle ricerche scientifiche, dei loro rispettivi pregi 
ed inoonvenienti ed in modo spéciale délia fimzione (rôle) del ragio- 
namento deduttivo e délie cause che lo rendono applicabile ed efficace 
in certi rami d'investigazione e non in certi altri (*). 



(^) Xsa i filoaoft oontempoianei qnello che, a mio paiere, ha trattato più a 
i^ii^ Q in modo più eaaniiente questa qneatione è lo Stuart Mill nel suo « Sy^ien^ 
of Loffio inducHve and deduotivê > • Aiu>h9 il Cour9 de philosophie poeitioe del Comte 
nella parte dedlcata aile acienze matematiche e fisiche (v. specialmente il II 
Tolnme dove parla deU'importanza délie ipotesi per la riceroa scientiâca) è pieno 
di oMeryi^oni aonte e di génial! aperçue sa qneeto soggetto. DeU'inflaenza eser- 
citata a questo riguaido dagli scritti di questi due grandi pensatori, porta evi- 
denti tr^oie la clasaica opéra del Prof. Mach sulla Storia deUa Meocanica 
{Metkan&c in ihrer IhUwioklung hietorisoh'Joritiech dargeetellt, Leizig, Brockhaus) la 

Jf. à. M. - VI S 
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Dopo aver accennato vagamente ad alcnne superficiali analogie tra 
le operazionî della logica e quelle delFalgebra TA. passa ad esporre 
un suo sistema di notazioni logiche il quale a dir vero non differîsce 
che per qualche dettaglio da quelli comunemente adottati dai cultori 
della logica matematica anteriori al Leibniz e al Boole e da quel molti 
al tri posteriori che non ne hanno subi ta Tinfluenza (corne per es. lo 
Stanley Jevons). Il torto principale loro e del Ferez è quello di volere 
ad ogni costo investire le operazîoni della logica di tutte le proprietà 
délie corrispondenti deiralgebra e di non essersi ancora reso perfetta- 
mente conto che ciô che rende opportuna e vantaggiosa l'introduzione 
dei simboli ô semplicemente il âttto di poterli assoggettare a délie 
regole fisse e gênerait, coincidano poi queste o no, o coincidano in tutto 
o solo in parte colle regole deiralgebra ordinaria. Questa tendenza, 
<5he si riconnette a un concetto troppo ristretto di ciô che ô Valgebray 
conduce da una parte a una inutile complicazione nei simboli adottati 
mentre la sola ragione d'essere di questi starebbe nel portare una sem- 
plificazione ai processi del linguaggio ordinario {*), e d'altra parte 
înduce a porre a base della trattazione non le operazionî e relazioni 
«ffettivamente più atte ad occupare tal posto, ma invece altre che non 
presentanO; in compense di molti inconvenienti, altro vantaggio che 
quello di offrire qualche maggiore analogia con quelle adoperate dal- 
Taritmetica (**). 

Uarticolo finisce colla traduzione di parecchie pagine d'un discorso 
del Prof. Bougaieff deirUniversità di Mosca, sul valore degli studi 
lùatematici corne preparazione per le ricerche scientiôche e come di- 
sciplina mentale (œmo instrumento cientiflco y pedagogico). 

6. Vailati. 



qnale alla sua volta ha direttamente contribnito a d^erminare le vednte generali 
sui nretodi d'investigazîono scientifica che informano la magistrale opéra postoma 
dello Herz soi principl deUa meocanica (Die Prinzipien der Mechanik, Leipzig 
1890; V. la prefazione a pag. XXVI e l'iiitrodiizioiie a pag. 10). 

B 

(*) Çosi per esempio nel simbolo : A = — che il Ferez adopera per Indicare 

fi 

l'inclasione della classe A nella classe B, figurano, oltre ad A e B, tre segni 

mentre non c'è afiatto ragione di adoperame plîi di uno. 

> (**) Co8\ l'operazione di « somma di classi *, che il Ferez considéra, è anoora 

la somma nel senso deU'algebra. 
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Dimostrazione di una formula di calcolo intégrale. 



Il Direttore délia « Rivitta » recentemente mi faceva notare che 
« UBa ftmzione di due yarîabili; integrabile in un'area piana, puô non 
essere int^abile lnngo segment! rettilinei che cadono in qneU'area ». 

Qnesta oeservazione rende necessario modiûcare la consneta dimo- 
strazione délia notissima formula; 



1 --. (2^ = — f cos(7i . a?) dZ , 



doTe : f rappresenta una funzione uniforme, finita e continua neU'area «y. 

limitata dalla linea ly ed n indica la direzione délia normale interna 

al contomo. 

La formula in parola si dimostra solitamente ponendo de » dxdif 

ed eseguendo dapprima la integrazione rispetto ad x, Ora perche tal& 

3f 
dimostrazione sia rigorosa bisogna supporre x- integrabile lungo ogni 

dx 

segmente rettilineo del campo s, parallèle airasse délie x, il che non 

è dimostrato dover necessariamente accadere quando si aupponga sol- 

d f 
tanto che — sia finita ed integrabile in tutta l'area s, 

qX 

Ritenuta la linea l percorsa nel senso positive, cioè in guisa ch& 
l'osservatore abbia sempre Tarea racchiusa da quella stessa parte dalla 
quale un'osservatore, percorrente Tasse délie x nel senso positivo, h^^ 
la regione délie y positive, si ha owiamente : 



— 1 fcos(7i,aî)dZ« îdy. 



Si immagini suddivisa l in tante parti per mezzo di tante parallele- 
airasse délie x\ detta A^ la distanza fra due parallèle consécutive 
{y yV-^ ày) e distinti cogli indici 6 ed u un punto di entrata ed il 
successivo punto di uscita neirarea s délia parallela y alTasse délie Xy. 
avremo : 
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— rfcoB(7i.ic)dZ==liin2(f(aî„,y) — f(aî,,3/))Ay (*). 
J (Ay) 

Si immagini înoïtre condotte attraverso Tarea s tante parallèle x ai- 
Tasse délie y : il segmento eu rinscirà coâ suddiviso in tante parti ^Xy 
ed avremo: 

(Aar) 

dove a?} è nno dei valori che la x prende Inngo il segmento àx. 
Sarà quindi: 

— (f cos (n , £c) <K = lim 2 S t'x (a?, , y) . A» • Ay , 

dove il numéro délie dividenti parallèle alTasse délie y è arbitrario. 

Si puô adimque fare in goisa che le ùlXj crescendo il loro numéro 

airinfinito, divengano tutte quante infinitesime insieme aile ày e perciô 

3f 
essendo fx='^ integrabile, si conchiude: 

oX 

— j f cos (n , a?) (tt = I -- <ï« . c. d. d, 

3f 
La formula continua a sussistere anche quando — diventi infinito, 

cx 

con segno determinato o non, in un numéro finito di punti del campo % 

o del suo contorno. Infatti, esclusî questi dal campo di integrazione 

togliendo dal medesimo tanti intomi dei punti stessi, all'area residua 

è applicabile la formula: ma qualunque sia la forma degli intorni 

gli integrali ^ÎQOB(n,x)dLy estesi ai rispettivi contomi, sono tutti 

evanescenti colle dimensioni degli intomi stessi, e perè col passaggio 

al limite si conclude la validità délia formula. 

Cosi pure si dimostra valida la formula anche quando il numéro 
dei punti di infinito sia infinitamente grande, ma taie perô che divenga 
^ito togliendo intomi arbitrariamente piccoli di parecchi punti limiti. 

(Ton considerazioni affatto simili si dimostra rigorosamente la vali- 
dité délie note formule congeneri, relative aile fanzioni di 3 variabîli, 
per es. di quella formula da me data ultimamente nei « Bendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo » (**). 

G. MOREBA. 



(*) Per semplicità si suppone che le parallèle y all'asse délie x noïi incontrino 
la linea l in piîi di dne pmiti. 

C"*) Cfr. il tomo X, adunanza del 22 Dioembre 1895. 
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Alcuni teoremi intorno aile funzioni logiche. 



OiÀ il BooLB aveva dimostrato che, per ottenere il prodotto di due 
ftinzioni, basta moltlplicare i coefidclenti omonimi dei loro svilnppi 
aecondo un determinato argomento. Lo SohrOder, nelle sue Vorleaungen 
iiber die Algèbra der Logik, riprodusse questo teorema al n® 45 (Vol. I, 
p, 421), vi premise Tanalogo per la somma (Vorbemerkung zu Th. 45, 
p. 420) e vi aggiunse l'altro (n^ 46, p. 422): « la negazione di una 
ftinzione aviluppata si ottiene negando i coefficîenti e lasciando inva- 
riati i costituenti ». Donde concluse che « in virtù di tali teoremi si 
puô dire che ogni operazione, da eseguirsi con o su funzioni, si pu6 
semplicemente trasportare ai coefficîenti dei loro sviluppi ». 

Nella Nota présente si dimostra direttamente taie teorema, dividen- 
dolo in due e preponendovl come lemmi, I^ una proposizione analoga 
al teorema cosi dette dei coefficîenti eguali, nella teoria délie funzioni 
analitiche, e IP la proposizione intorno alla negazione (n^ 46 dello 
SchbÔdeb). 

LiEMHÂ I*' — Per una funzione vi è uno ed un solo sviluppo secondo 
on dato argomento. Ossia: 

1) Due ftmzioni f(a) e g{a) tra loro identiche, cioè eguali per ogni 
valore di a, hanno i coefficienti di sviluppo omonimi rispettivamente 
eguali. 

Diffatti, sussistendo la eguagllanza 

per tutti i valori di a, sarà, per a = 1 e per a == : 

Al)=^(l) e A0) = ^(0). cv.d. 

2) Due ftmzioni che hanno i coefficienti di sviluppo omonimi ri^ 
spettivamente eguali, sono tra loro identiche. 

Si ha per ipotesi: 

Al) == ^(1) 
A0) = ^(0). 
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Fresi un qualunque valore a délia variabile e la sua negazione a^ ^ 
8i ha, moltiplicando la prima equazione per a e la seconda per a^ ed 
addendo : 

f{i)a -+- ma, = g{l)a -4- 9{0)a, ; 
ossia 

f{a) = g(a) . c. v. d. 

Lemma IP — Per negare una ftinzîone sviluppata basta negare î 
coeflScienti. 

A(«) = [Al)a -f- AO)aJ, = [A(l) ^ «i] [m) -^ a] 

= A(i)A(0)-^A(i)«^A(OK 

= A(l)a -h A(0)a^ . c. V. d. 

Teorema I° — Per eseguire una qualsiasi operazione (G) su di una 
funzione sviluppata (f) basta eseguîrla sui coefficienti. 
Ossia: posto 

o[f{a)] = m , 

sar& : 

<K1) = G[A1)] e «KO) = G[AO)] . 

Difatti, sviluppando G per f(a) : 

<Ka) = Gima) -+- G(0)A(a) 
« quindi sviluppando per a è 

= G(l) jA'l)a -^ AOK} -^ G(0) { A(i)a -f- A(OK j , 

per il lemma IP. 

Mettendo in evidenza a ed a^: 

= {G(i)Ai) ■+■ G(o)A(i){a ■+■ mmo}^(mfiio)\a, 

= G[A1)] . a -+- G[m] • «i , 
si ottiene, per il lemma P, egnagliando i coefficienti: 

<K1) = G[A1)] e +(0) = G[AO)] . cv.d. 

Tbobema IP — Per esegoire una qoalsiasi operazione con flinzioni 
logiche, basta esegoirla tr& i coefficienti omonimi dei loro sTiluppi. 
Ossia: posto 

«arà: 

4/(1) - GlAl) , ^(1)1 e +(0) •= 6[A0) , iXO)] . 
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Dîfatti, sviluppando G per f{a) e g{a) : 

e quindi sviluppando per a, e mettendo in evidenza a ed a^ , è: 

-f- {G(1,1)A0M0) -+-G(1,0)A0)^,(0) -+- G(0,l)A(O)^i(0)-hG(0,O)A(0)^,(0) ja, 
=G[Al),^(l)J.a ^ G[AO),^(0)].a, 

ed egaagliando i coefficient!, si ottiene: 

+(1) = G[A1)M1)] e +(0) = G[A0),(7(0)] . c.v.d. 

Il teorema si puô fecilraente estendere, con la prova da n ad 7i-4-l, 
per qnalsivoglia numéro di ftmzioni. I due teoremi dati dallo SohrôdeB; 
al n^ 45, si dedncono corne corollarî. 

Rmna, gennaio 1896. 

ÂLBiNO Nagy. 
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Suite série di funzioni analitiche 



Osservazioni di F. Oerbaldi^ a Palermo 



Neirimportante opéra del Casobati « Teorica délie funzioni di va- 
riabile complessa. Pavia, 1868 > si legge a pag. 267 il segaente teo- 
rema: 

Se entro una porzione S deiL piano z le 

«0710 funzioni monodrome, continue e flnite, e la seine 

(1) Qi(«) -+- Q,(«) 



i 



è convergente: 

V^ La somma ^{z) di questa série sarà pure funzUme monodroma, 
continua e flnita entro S; 
2** Entro S si avrà : 



dz dz dz 

3° Si avrà pure: 

^^{z) d2 = y QiC^f) (te -f- ^ QjC^j) d«-f- ... , 

intendendo che gli integrali siano presi tutti lungo una medetima linea 
di lunghezza flnita tracciata entro S. 

Questo teorema non si trova dimostrato nell'opera suddetta; il 
Casorati si limita ad accennare in nota (^) che nna dimoetrazione era 
stata data dal sig. H. Laurent (1865). 

La continoità délia fiinzione rappresentata da una série convergente» 



(*) V. anche la nota a pag. IX délia Pre&zione. 
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i ctd termini sono fanzioni continue di una variabile reale, o di una 
varîabile imagînaria nel senso générale inteso da Caucht^ rîsale a 
Oauchy medesimo (1821). Ma il teorema da lui esposto nel sno célèbre 
c Cours d'Analyse de l'École Polytechnique », a pag. 131 e 279, ha 
bisogno di restrizîoni, siccome osservô per il primo Abkl (1826) nella 
sua memoria sulla série binomiale (^). 

Rltomato più tardi Cauchy sullo stesso argomento, nella « Note sur 
les séries convergentes dont les diverses termes sont des fonctions con- 
tinues d'une variable réelle ou imaginaire, entre des limites données > (*), 
limité la natura délia convergenza délia série, supponendo che essa sia, 
come oggi si dice, in ugual grade (o uniforme, o equabile); e con 
questa restrizione la continuità délia ftmzione rappresentata dalla série 
fti rigorosamente stabilita. Inoltre, a proposito délie série i cui termini 
sono funzioni di variabile imaginaria, nella Note ora citata il Cauchy 
asserisce senza dimostrazione : NeUo stesso caso, se ogni termine offre 
una derivata unica, la série formata colle derivate dei diversi termini 
0arà ancora una série convergente^ di cui la somma offrira una sola 
derivata équivalente alla derivata délia somma délia série proposta. 
In questo luogo di Cauoht troviamo per la prima volta pubblicate le 
parti prima e seconda del teorema sopra enunciato, coU'aggiunta perô 
délia restrizione délia equabile convergenza délia série. 

Per ciô che riguarda la terza parte, Cauohy ritenne suf&ciente la 
sola convergenza délia série in tutto il campo di integrazione (^). 

Assai prima che comparisse la Note sopra citata di Cauchy, il 
Weierstbass era in possesso délie due prime parti del teorema, rigo- 
rosamente enunciate e dimostrate, siccome ora risulta dalla pubblica- 
2ione délie sue opère {*). Quivi di fatto troviamo una memoria « Zur 
Théorie der Potenzreihen », scritta a MUnster nel 1841, nella quale (^) 
si stabilisée che: 

Se 

denotano funzioni a un sol valore, analiticJie, délie variabili x^ , x^yX^^ 



(») Crelle'a Jmmal, Bd. I, pp. 311-339. 
(*) Comptes rendus, XXXVI (14 mars 1853). 

(') C&, MoiONO € Leçons de calonl différentiel et de calcul intégral, rédigées 
•d'après les méthodes de M. Caachyi Paris, t. II (1844), pag. 70 ». 

(*) MaiktfiMttisoke Werke von Karl Weierstrass, Berlin, Bd. I (1894), Bd. Il (1895). 
(») 1. c, Bd. II, pag. 73. 
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le qucdi soddisfano aUa condizione che, per tutti i sistemi di valort 
appartenenti ad un campo connesso G, la série 

/X=0O 






è assolutamente ed unifoiinemente convergente, la sua somma rappre- 
senta dentro al campo G una funzione ad un sol valore, analitica,. 
di x^y x^y ... Xq , ed inoltre si ha (per X = 1 , 2 , ... p) : 

Limitando questa propoâizione al caso di fdnzioni di una sola va- 
riabile, e tenendo présente che una ftinzione délia variabile complessa^ 
monogena (seconde Cauchy), raonodroma e continua in un campo G (^)^ 
coïncide, per il célèbre teoreraa di Cauchy (1832) sulla sviluppabilîtâ 
di tali funzioni in série di potenze, con una funzione analitica (seconda 
Weierstrass) di z in quel campo, si vede subito che in quest'ultima 
proposizione sono contenute le parti prima e seconda del teorema enun- 
ciato in principio, colla restrizione délia convergenza délia série assoluta 
ed uniforme. 

Questa stessa restrizione awertl il Weierstrass, prima del 1870 (*), 
doversi fare per essere sicuri che una série di funzioni sia integrablle^ 
termine a termine. Il Darboux nel suo « Mémoire sur les fonctions 
discontinues » (^) ed il Dini nei suoi « Fondamenti per la teorica délie 
fanzioni di variabili reali, Pisa 1878 » diedero esempi di série con- 
vergent!, ma non uniformemente, tali che la somma ë continua, e ciè 
nonostante la série degli integrali non converge, o, essendo convergente, 
non rappresenta Tintegrale délia série data. Questi matematici inoltre 
stabilirono rigorosamente per le série di funzioni di variabile reale che,. 
afiGlnchè sia applicabile l'integrazione termine a termine è sufficiente 
la convergenza equabile délia série nello intervalle di integrazione, ed 
affinchè sia applicabile la derivazione termine a termine, è sufiiciente- 
che la série délie derivate sLet uniformemente convergente in un Intoma 
ânito del punto, in oui si prendono le dedvatav e con ciô apportarona 



(^) Oy corne altri dicono, ima funzione oîaniorfa, o sinettica, in un oampo G. 
(^) C£r. £. Hbins: c Ueber trigonometrisohe Reihen », CrelUs Journal, Bd. 71^ 
pag. 353. 

(') Annales de V École Normale Supérieure, 1875. 
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airanalisi con variabile reale qnei perfezionamenti che il Casorati 
deaiderava fin dal 1868 (v. nota a pag. 268 délia sua « Teorica »)« 

Tali risultati si estendono subito aile série i oui termini sono fan- 
zioni di variabile complessa; e perô, per applicare con sicnrezza le 
parti prima e seconda del teorema, gli analisti rîgorosi vollero eziandio 
per le funzioni di variabile complessa studiare ogni volta insieme alla 
série data anche la série délie derivate. Citiamo ad esempio la memoria 
del DiKi « Alcuni teoremi sulle fanzioni di una variabile complessa », 
scritta neU'ottobre 1880, ed inserita nei Collectanea Mathematica in 
memoriam D, Chelini (cfr. pag. 260). 

Se non che ben diceva il Casorati nella nota, già citata, a pag. 
267 délia sua « Teorica »: Nel présente argomento délia continuità e 
derivazione délie série, non merw che in tutte le aître parti delVanalisi 
délie fumioni, la considerazione délia variabile complessa^ congiunta 
coU'adottato concetto di funzkme, permette di introdurre una regolarità 
e semplicitày che non si pub avère qibando la variabile è limitata a 
punti-valore costitvsnti una estensione Wuna sola dirtiensione, dà è 
ôÂre inflns, a valori reali. Ed invero, se i termini d'una série sono 
ftinzioni di variabile complessa, olomorfe in un'area S, per conchiudere 
le parti prima e seconda del teorema, ë suf&ciente che la série sia in 
-qneirarea assolutamente e uniformeraente convergente; la considera- 
zione délia série délie derivate è superflua. Ciô segue non soltanto dal 
teorema del Weierstrass, sopra riportato, che non sembra sia stato 
pubblicato prima del 1894, ma eziandio del teorema seguente, che lo 
stesso Weierstràss diede nella sua memoria « Zur Functionenlehre », 
presentata il 12 agosto 1880 all'Accademia délie Scienze di Berlino (^). 

Siano date, in v/a ordine determinato, infinité série di poterne d'una 
variabile z ^ X -h iy 

P{z),F,{z),F,{z), ... 

dascuna série potendo contenere un numéro qualunque di poterne po- 
sitive e négative, e sia possibile assegn/ire due numeri R e R', dei quali 
H primo sia positivo o hullo, e il secondo sia piic grande del primo, 
« tali che nel campo definito dalla limitazione 

R<UI<R' 



(') Monattiberiohte der K. Jkademie der WUseMchaftm zu Berlin, 1880, pag. 719. 

<7fr. pore: Abhandlungen aus der Functionenlehre (Berlin 1886) pag. 74; MaihenuL- 

Heeke WorJce, Bd. II, pag. 205 ; e anoora : Biermann, Théorie der analytiechen 

F9tn4iHonen (Berlin 1887) pag. 146; Forsyth, Theory of Funotione of a complexe 

Vetriable (Cambridge 1893), pag. 129. 
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Tion soîatnente dascuna délie date série converge, rna converge ancora 

00 

la somma lFy{z), e veram^nte qiiest'nZtima converge uniform^emente 

per tutti quei valori deUa variabile che hanno uno stesso modiUo. — 
Allora, se A indica il cœfflciente di zf^ in Py(^), la somma 2A^ 

f^ y=0 ^ 

avrà, per ogni valore di p., un valore flnito, che si indicherà con A-x ^ 
6 per ogni valore di z, il oui modulo cade tra ReR', la série 1 A^e^ 

converge, e si ha 



SI ha inoltre («) 



2 Py{z) = 2 Au «^. (*) 



d 00 <» d'P%(z) 

— 2 Py(g)=,2 ^^ 
dz yssO y=^ dz 



Qaesto teorema è oggigiomo da ritenersi corne fondamentale nella 
teoria délie ftinzioni di variabile complessa^ per le important! e nnme* 
rose applicazioni che dal 1880 in qua se ne sono ûitte neiranalisi; tra 
le quali basti accennare^ oltre a quelle dovnte al Weierstrass stesso^ 
quella che ha servito al Mittao-Leffler (^) per stabilire il célèbre 
teorema che porta il buo nome, e quella &ttane dal Poincaké nel co^ 
Btruire le ftmzioni thetafachsiane (^). 

Appunto per il vantaggio, che ofi^e il teorema in diBCorso, di rispar* 
miare (se non sempre, almeno in un numéro grandissime di casi) lo 
studio délia série délie derivate, sarebbe stato utile che esso avessa 
trovato poste neireccellente trattato del Jordan « Cours d'Analyse de 
l'École Polytechnique », dove si ha da rilevare che esso fa bensi 



(*) La tradozioue in qaestl termini è tolta dalla Nota del Prof. C. ArzelAt 
« Sulla teoria délie fnnzioni analitiohe », Bendioonto delU Sesêioni delîa B. Aco^ 
délie Se, delVIatituto di Bolognay dicembre 1887. 

(*) y. ad es. nei MaUiemaHêche Werke la nota a pag. 208^ del Bd. II. 

(') « Sur la représentation analytique des fonctions monogënes uniformes d'une 
variable indépendante », Acta Mathemaiieay v. lY (1884), pag. 14. 

{^) € Mémoire sur les fonctions Fachsiennes », Acta Maihematioa,v, 1{1SS2)^ 
Ë chiaro, sebbeue non lo richiami espressamente, che il Poincaré si appoggia 
Hul teorema in discorso, per oonclndere *(1- o., pag. 208), appena dimostrata la 
convergeuza assoluta ed equabile délia série Q(z) in un certo campo, che qnesta 
rappresenta ivi una funzione olomorfa, e per applicare in seguito aUa stessa sert» 
la derivazione termine per termine. 
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«mmoiato neirindioe (pag. XII) tlel tomo I (2^™*' édition) colle pâtole: 
<« *Une série uniformément convergente, à termes synectiquesi, eet ey^ 
nectique )>; ma non è svclto nel testo. 

n yantaggîo poî diventa anche maggîore, se si tien conto dl ifna 
proposizione' dimostrata dal Eunge {% per la qnale basta avère veri- 
ficata la tmiforme convergenza della série al contomo deU'area S, 
<qaando qnesto contomo è finito; giacchë dalla uniforme convergenza 
•Itingo il contomo, segue la nniforme convergenza della série in un'area 
•qnaltmqne ^% che abbia tutti i punti intermi ad S. Ck>â che il teorema 
4si paà enunciare corne segue: 

8ia una série S î^(z) ed un'area S 8emplicem£nte connessa, 8e le 

n=0 

fu/nziom f^(z) sono fu/mioni della variabile complessa z olomorfe nelr 
Varea S e continice al contomo, e se la série converge uniformemenie 
-stU contomo : V) la série converge uniformemenie in ogni ared S)% che 
ha tutti i pvmM intemi ad ^, e rappresenta una funzioîie F(z) di 
variabile complessa olomorfa in S'; 2°) le série formate coUe derivate 
m«»iae dei termini îjz) convergono pur esse tmiformemente in 8' e 
rappresentano le derivate m®**"*** di ¥{z). 

Sotto questa forma il teorema ë stato enunciato e dimostrato da 
P. Faiklevé (giugno 1887) nella tesi : « Sur les lignes singulières des 
fonctions analytiques », tesi che fu poi inserita negli Annales de la 
faculté des Sciences de Toulouse, t. II (1888). Il Painlevé lo stabi- 
lisée con un procedimento del tutto indipendente da quelle tenuto dal 
Weiebstrass ; la dimostrazione del Pailleté si legge anche nel « Ck)urs 
•d'Analyse professé par M. Demartres, Paris (1892), 2®°** partie, p. 74 >• 

Intomo allô stesso teorema citeremo ancora due note, Tuna di 
de la Vallée Poussin < Note sur les séries dont les termes sont 
fonctions d'une variable complexe », Taltra di Leroh « Sur la diffé- 
rentiation des séries », inscrite entrambe nel v. XI (1892) del JomdL 
Sa Sciencias Math, e Astr., dove si vede che questi autori si sono oo- 
-cupati ciascuno direttamente della questione, senza essere informati del 
lavori precedenti di Welerstrass, di Runge e Painlevé. 

Frattanto resta pienamente stabilité che la uniforme convergenza 
della série al contorno dell'area S è suffîciente per concludere tutte tre 
le parti del teorema. Ma è essa necessaria? 

Per la série di ftmzioni di variabile reale, tutte ûnite e continue 
in imo stesso intervalle, le condizioni necessarie e suffîcienti perché sia 
«pplicabile la derivazione e la integrazione termine a termine fiironô 



(*) € Zut Théorie der analytischen Fouotiouen », Acta Mathemaiica, VI (1885). 
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Stabilité dal Prof. ÂszmA ('), il qoale ba a qnesto scopo introdot 
CODcetto d'ana particolare maniera di convergenza délie eerle di 
zioni, che è più générale délia convergenza uniforme, e che egli 
ctdamato convergenza v/niftn-ma a tratti. 

Per le série di flmzloui di variabile comptessa, olomorfe in no oai 
comnne, il Bunge moBtrd per il primo, nel tavoro cbe di lai abbL 
sopra citato, con an esempio d'nna série di ftmzioni razionali int 
che la coBvergenza oniforme délia série in qnel campo non è neceaas 
e cbe qOGsta poô cessare Inngo certe linee del campo, montre tatti 
la série converge e rappresenta nna ftinzione olomor& uel campo. 

Qnesta OBservazione del Runge spinse il prof, âbzelà a cercai 
condizioni neoeesarie e eofflcienti, afflnctaè nna série di ftinzioD 
variabile complesaa, olomorfe in nn'area 8 semplioemente oonne 
rappresenti pure nna fUnzione olomorfo In qaest'area ; tali condiz 
ftirono da loi trovate ed esposte nella Nota ■ Snlla teoria délie îasz 
analitiche » plu eopra citata, nella qoale è introdotto il concetto d 
convergsTusa uniforme a strati per nna série dl ftmzioni di dne varia 
reali, o di ftmzioni di nna variabile compleasa. 

Falermo, dicembre 1895. 



{') t Iiitiiruo alla continiiità délie somme di in&nite Amzioiiî oontiiiai 
Hi-ndie. deU'Âec. délie SeUiue itlV hliluto dl Bohgita, 17 aprile 1884. — t Snll 
t«grabilit& d'una série di f^iizioDi >, Bendie. dtlla S. Joe. fM lAiwei, y. I, a. 
' mitggio 1886. ' 
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Sut teorema dell'esistenza délie funzioni Fuchsiane 



Nota del Dr, F. Bagnera, a Palermo 



( Sia G on grappo Fachsiano, le cui soBtittLzionî 






lasciano inalterata la circonferenza C, che dîremo fondamentale, ool 
-oentro neirorigine e col raggio egnale airunità. 

81 sa che in corrispondenza ad un taie gmppo, esîste un modo (anzî 
inûniti modi) di dividere ttUto il piano in région! R tali che, da una 
di esse E^ j si passa ad un'altra qualunque B,^ , mediante una ben 
détenninata sostîtuzione di G : ogni regione R confina^ lungo tutto il 
-8UO perimetro, con certe sue trasformate, ed è costituita di due poligoni , 
normal! y clascuno ad un sol contomo, owero di un solo poligono nor- 
male, ma a più contomi, secondo che i punti ove G: è continue, tutti 
fiituati sopra la circonferenza fondamentale, esauriscono, o no, tutti i , 
punti di questa. 

Ha alta importanza il fotto che, per ogni gruppo taie che G, esistono 
infinité ftinzioni uniformi délia variabile complessa 0, legate due a due 
-da relazioni algèbriche, che restano inalterate per tutte le sostituzion! 
4el gruppo. Per arrivare a questo risultato, il sig. H. Foincabé (^) 
dîmoBtra^ supponendô Tîntero m maggiore dell'unità, la convergenza 
4us8oluta ed equabile délia série 

purchè z non sia: 



(*) Mémoire sur les fonctions Fuchsiennes, Acta Mathematica, I, pag. 207. 



— 32 — 

V) Uno dei trasformati, per qnalche sostitozione di G, dei poli 
della Amzione razionale B,{z)j nessono dei qnali cade j9opra C, 

2°) Un punto corne ^y quando è c^^=0, trasformato dei pnnto 

QD per nna Bostitnzione di O, 

3^) Un punto singolare essenziale di G, cioè un punto ove detu> 
gruppo ô continuo. 

Scopo della présente nota è di dare, di detta convergenza, una di« 
moBtrazione che, oltre aU'estrema semplicità^ ha il vantaggio di met- 
tere in rîlievo la continuité della fkinzione S{z) rispetto ai parametri 
che definiscono le sostituzioni fondamentali dei gruppo 6 ; giacchè^ le 
diseguaglianze, che si stabiliranno, non cessano di sussistere quando si 
fiEtcciano subire a detti parametri vanazioni suffîcientemente piccole {*)• 

Il punto z che si considéra sarà dunque interno (o snl perisnetro)' 
ad un poligono generatore di G, che chiameremo R^, ed ë possibile 
segnare un contomo chiuso Cq , tutto compreso in Bq y che contenga 
intemamente (o sul perimetro) z, ma nessuno dei punti esclusi prece» 
dentemente. 

La somma délie aree A,, limitate dai contomi C^ y trasformati di 
Cq mediante le diverse sostituzioni di G; è ônita. Il fatto è evideQte 
se Co è tutto interne a C, il che è lecito supporre tutte le volte che g- 
è interiore a G o sopra C^ giacchè dette aree sono allora tutte interne 
a G e, d'altronde, non si sovrappongono; quando invece z è esterno a G,. 
si considereranno le reciproche délie aree A^ rispetto a G, per osservare 
che nessuna di esse contiene Torigine, perché dietro le ipotesi ammesse,. 
nçssuna délie A« contiene il punto qo; quindi dette reciproche sono 
trotte esteriori ad una circonferenza concentrica a G e di raggio con- 
venientemente piccolo ; entre la reciproca di questa circonferenza Qadono- 
certamente tutte le aree A^. 

Giô postO; sia T una circonfèrenza di raggio maggiore deirun^tà^a 

concentrÎM a G. Dei p^nti corne — r -^ y chd sowi tuttà estenoci a O^ 

quelli che cadono estern^çiente a T sono in nujgaero ûnito \ altri^enti, 
rinsieme dei trasformati deirorîgine^ per le sostituzioni di G, avTQbbe- 
un punto limite non situato sopra G; poi, quelli che cadono intema- 
mente a r hannoy da un punto qualun(]^ue z ôi C^y una distanza 

ûnita. Inoltre, Tinsieme dei punti non ha, per ipotesi^ 






C» 



(*) Cfr. D'OviDio: « Salle fonzioni Thetafachsiane >. AUi della B. Acoademia- 
délie /Skiùmji» 4t Torkw, voL XSJX. 



l 
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alcnn punto limite sopra Cq ; quindi è possibile trovare due nomeri 
p j q positivi tali che, qualunquc sia n, è 



P 



<9, 



per tutti i valori di z che rappresentano punti del contorno Cq. 

D'altra parte, siocome le sostituzioni dî G conservano gli angoli, 
due elementi d'area che si corrispondono medlante la sostituzione T^, 
stanno corne i quadrati degli elementi lineari^ il cui rapporte è 



\c^z-^d^\'' 



quindi, 



/* .'^ 



dxdy 



A.= 



Si conclude che 



^"^rrfy^ 



Aoi»' 



\CnV 






4 ' 



ossia 



1 ^q' K 

K^-hdJ^^p^ Ao • 

Se si tiene présente la convergenza délia série lA^ e si osserva che 
Tultima diseguaglianza ha luogo anche nel caso finora escluso, cioè 



quando c^ = , perché allora ô 



1 
d. 



= — -**, si vede che la série 

Art 



2K2-4-d,r*- 



per m = 2y converge equabilmente sopra il contorno Co . Se poi m 
Bupera 2, la detta série converge ancora più, giacchè, confrontandola 
colla série, che si ha per il caso m = 2, il rapporto 



|C,5-+-dJ2(m-2) 



tende a zéro quando n cresce oltre ogni limite. 



R» d» M» * VI 



3 
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'Se 2 è un pï^nto qualunque di C^ , Tinsieme dei punti 

ha tutti i suoi punti limiti situati sopra C, dove, per ipotesi, non cadono 
poli di H(2?); pertanto, si puô dedurre una circonferenza, concentrica 
a C, in modo che nella corona determinata da detta circonferenza e 
da C, cadano infiniti punti deirinsieme, ma nessun polo di H(^) ; allora, 
giacchè i punti deirinsieme che stanno fuori délia corona sono in nu- 
méro finito, ed inoltre la l^nzione B.(z) è supposta ônita sopra i singoli 
contomi C^ , è possibile determinare un numéro Q taie che, qualunque 
sia 71, si abbia 



H 



\c^ z -+- dj 



<Q, 



per tutti i punti z ai C^i dunque, rimane pienamente dimostrata la 
convergenza assoluta ed equabile délia série (1) sopra il coûtomo C^. 
Âllora, dal momento che i varî termini di detta série sono fanzîoni 
olomorfe di z entro Tarea A^ e continue al contorno C^ , si puô dire 
per un noto teorema (*) che la série (1) definisce una funzioné délia 
variabile complessa Zj che è olomor£ei entro Tarea racchiusa da Gq , e 
di cui la derivata è definita dalla série che si ottiene derivando ter- 
mine a termine la (1). 

Palermo, noverribre 1895, 

G. Baonera. 



(*) V. le preoedenti Osservazioni aulU Série di Funzioni Analiticke del Prof 
Gerbaldi. 
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Di alcune proposizioni fondamental i 
relative al mutuo separarsi di coppie di punti. 



Mi propongo di procedere nella via tracciata dal mio egregio arnica 
Dott G. Vailati per stabilire le proprietà fondamentali délie coppie di 
pnnti che si separano. È opportuno ch'io rammenti al lettore i risultati 
cui egli pervenne*). 



* 



Convennto di rappresentare con S^ la classe degli elementi consi- 
derati, ciascxino di questi con nna lettera italica minuscola, col segno 
Il ima relazione la quale soddisfi aile condizioni espresse dalle propo- 
sizioni 

(1) ab\\cd. = .cd\lab 

(2) ab \\cd.=^ .ab\\dc 

(3) ab \\ cd . cic \\ bd: ^ : A 

(4) ab\\cd.^.ac\\bd .^,ad\\bc 

(5) ab\\cd.ac\\be:o:ac\\dej J- 

è chiaro che — tra le interpretazioni di cui sono suscettibili, dopo ciô^ 
S^^ ed àb\\cd -^ v'è la seguente: 8^ è nna linea continua, chiusa, priva 
di nodi^ considerata corne classe di punti; ab\\cd significa che le 
coppie ab e cd si separano. 



') G. Vailati. Sulle réUmani di poaizione ira punti d'una linea (^ivsa. BiTlsta 
di Matematica^ a. 1895. — G. Vailati. Sulle proprietà caratteristieke délie varietà 
a utia difnensione, Rlvista di Matematica^ a. 1895. 
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Considerando corne fondaraentali le (1-5), TA. dimostra, ricorrendo 
aile (1), (2) e (5), che 



(6) 



ab\\ cd . ac\\be:o:cd\\be ^) 



e — ricorrendo a tutte le (1-5) — che 



(7) 



ab\\ cd.ab\\ce , ab\\ de: = : A. 



Inoltre TA., mediante la proposizione 



(8) 



ab\\cd,cd\\ae.ae 
^:(ib\\cd .cd\\ae,ae 
^:ab\\cd,cd\\eb.€b 
y^:ac\\bd .bd\\ ec . ec 
^ : ad \\ cb . cb \\ ae . ae 
y^:ad\\cb .cb\\ed.ed 



\\bd .bd\\ce .ce\\àb : 
\\ cb . cb \\ ed . ed \\ àb : 
\\ ac . ac \\ de , de \\ ab : 
\\ ad , ad\\ eb , eb\\ac: 
\\ cd . cd\\ eb , eb || ad : 
\\ac . ac\\eb .eb\\ad j 



deônisce una relazione tra cinque elementi a, b, é, d, e àî 8^ (o di 
due dy e rispetto a tre fissi a, b, c), la quale egli rappresenta coa la 
notazione eS{abc)d (ch'egll saggerisce di leggere e segtie d neU'or- 
dine abc) ^). Dalle proprietà anteriormente attribuite alla notazione 
a& || 0^, TA. deduce 



(10 

(2') 



e S (abc) d , dS (abc) e : = : a 
f S (abc) e . e S (abc) d : o : f S (abc) d 



^) La proposizione 



(l).(2).(5):o,:(6) 



pn5 dimostrarsi, più. semplicemente, cosl : 

(5) .\ .' . àb \\ cd . ac \\be : i ao \\ de , àb \\ cd , 
(1) . (2) .-.o .*. ac\\de ,àb\\cd: = :oa\\de*od\\ab , 

(5) • I * , ] ,\o ,\ Ga\\de, cdl\àb:o:cd\\eb, 
^ \abcde/ 

(2) :o : cd II c6. ^. c<ï II &e; 



quindi : 



(l).(2).(5):o:(6). 



') La (8) poteva scriversi cosl: 

(8') àb\\ec .têe\\bd:^:ab\\ed , ae\\bo:^: ab\\cd . ac\\he: 

Kj:(^d\\oe , ao\\db:^:ad[\cb • a€\\de:.j: ad\\eb . ae\\dc» 
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-ed osserva che la proprietà invariantiva délia relazione e S (abc) d — 
da taluni autorî assunta come fondamentale — segae îmmediatamente 
dalla propriété invariantiva délia relazione (tb\\cd, per il &tto che 
quella fti definita con qoesta. 

Qnanto aile proposizioni (1-5) — rifiguardate dall'A. come fonda- 
mentali — è tuttora irresoluta la qnestione bc esse siano assolutamente 
indipendenti (tali^ cioè^ che nessona di esse possa dednrsi dal sistema 
délie rimanent{)\ certo è, per intanto, ch'esse sono ordinatamente in- 
dipendenti (tall, cioë, che, ncU'ordine in cui sono state ennnciate, 
nessuna di esse pu6 dednrsi dal sistema délie precedenti) *). 

4 

* 

II fatto che, nelle (1-5), due lettere diverse rappresentino due ele- 
jnenti distinti, non è esplicitamente affermato dall'A.; e Taffermarlo — 



La sua legge di fbnuasHone è évidente: 

dalla prima tema di termini si ottiene la seconda, mediante la sostltuzione 
/dbeo\ 
\hdce)'' 

nella prima tema, dal primo termine si ottengono, snccessivamente, gli 

ÀitTÏ dne, mediante le sostitozioni | , 1 1 I I • 

\b ej \o ej 

Ë oppoituno accennaie al modo di passare dalla (8) aUa (8'). 

(eod\ 
L si ottiene, complessivamente 

(A) a& Il ec . o^ll&d : D : a«|| cd . «o||6<2. 

Dalle (5), mediante la sostituzione ( , ) > si ottiene 

\o cej 

(B) ae\\bd , ah\]eo : : ab\\dc , 

(^nindi — tenendo presenti le (A), (B), (1) e (2) — il primo termine délia (8) 
si pn6 ridorre al primo termine della (8'). Analogamente si effettua la riduzione 
degli altri termini. 

Avverto che, per ragione di simmetria, al 5*^ ed al 6*^ termine della (8) cor- 
rispondono, riapettivamente, il 6^ ed il 5^ deUa (8'). Gli altri termini si corri- 
-spondono ordinatamente. 

Inoltre — quanto alla scelta della notazione esprimente la relazione definita 
daUa (8') — preferirei uua délie seguenti: « verso {àbo) . = . verso (ad*) >, c or- 
dine (abo) . = . ordine (adé) > , < (abc) , (ode) £ £q » , leggendo equiversi owero equi- 
ordinati in luogo di Eq. 

^) Ci6 io ho dimostroto cc»i opportune interpretazioni de! simboli, oome risultik 
dalla cortesissima nota del Dott. G. Vailati, inserita nel seeondo dei suoi scritti 
•eitati. 
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per quanto mi disse — gîi parve superflue, perché implicito nel sistema 
délie (1-5). 

Invero — rappresentando d'or innanzi con lettere diverse elementi di- 

stinti — dalla (3), médian te le sostituzioni (, J,(, ,),( ), 

^ ^' \bcdj ' \bcdj ^\abcdj ' 

'b a a b\ /b a a c\ 

^abcd)'[abcd)'^' *^^°'^' risP«tti^a™«'it«. 

(a) <ia 1 1 oa . = . A , oa 1 1 a& . == . a , &a 1 1 oa . = . a , 

&a 1 1 a^ . = . A , &a 1 1 oc . = . A ; 

ricorrendo alla (2), per dare alla (3) la forma 

a6 1 1 de . ac 1 1 (Z6 : = : A , 

3. , , ^. . , faab\ (ba\ (baac\ 
da questa, mediante le sostituzioni I j)>( j)?( r j)> sideduce^ 

rispettivamente^ 

(P) aa|l6a.= .A, a6|iaô. = .A, &al|ca. = .A; 

« 

ricorrendo aile (1) e (2), per dare alla (3) la forma 

aô 1 1 cd . cK> 1 1 ca : = : A , 

da questa, mediante le sostituzioni ( ^ ) ; ( ^ ) ? si deduce, rispettiva- 

mente 

(y) a6||aa. = .a, aô||ca. = ,A; 

ricorrendo aile (1), (2), per dare alla (3) la forma 

a6i|dc.d6||ac: = :A, 

da questa, mediante la sostituzione f ], si deduce 
((5") a6 1 1 ac . = . A . 



Colgo l'occasione per avvertire che, ivi, l'enunciato deirultima interpretazione 
è inesatto: ci5 che si deve impatare esclusivamente a disattenisione mia. Esso 
Ta letto cosl: • 8^ h nna retta, considerata corne classe di pnnti, ed a^ljod 
signifioa che 1 segmenti finiti €ib e cd non hanno alcnn punto comnne » . In tal 
caso, è chiaro che sono vere le (1-4) ; a persnadersl délia falsità délia (5) hasta- 
por mente al caso in cui e, h, a, c, d si segiiano in quest'ordine. 
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Perô, dalle (1-5) mi par non si possa dedurre alcuna délie 

(e) aa,\\bb,==.Af aa 1 1 6c . == . a , 6c 1 1 aa , == . a . 

Comunque, mi sembrano degni di nota 1 fatti seguenti: 
le proposizioni (a-e) sono assolutamente indipendenti ^)\ 
ciascuna proposizione — non appartenente al sistema (a-e) ed 
esprimente la condizione < non sussiste la relazione ab\\ cd se a, b, c, d 
non rappresentano elementi a due a due distinti » — è deducibile da 
una délie (a-e), sostituendo, a lettere tra loro uguali o diverse, lettere 
tra loro, rispettivamente ed ordinatamente, egtiali o diverse; 

dal sistema délie (a-e) ed (1-5) non si puô dedurre la condizione 
x< ad Si appartengono quattro elementi, almeno, a due a due distinti »; 
le condizioni enunciate nei due precedenti câpoversi ai deducono 
simultaneamente dal sistema délie (a-e) e délia 

{%) ab\\cd.^ =a,6,c,d . A ; 

facendo seguire le (a-Ç) ed (1-5) ^) in quest'oridine, si ottiene un 
sistema di proposizioni ordinatamente indipendenti '). 



^) Invero — scelta ad arbitiio una deUo (a-é) e tenuto présente che, per 
esplicita convenzione fatta^ nelle {a.-a)t lettere diverse rappresentano élément! 
distinti — data aô. àb\\cd l'interpretazione c a, h, e, d rappresentano elementi 
tra loro distinti o no in modo coaforme al primo membro délia proposizione 
prescelta », è chiaro che, tranne la prescelt^, ciascuna deUe {a-a) è vera. 

^) D'or innanzi la (4) si intenderà scritta cosl: 

'') Ci5 appare manifesto, tenendo présente la dimostrata indipendenza assoluta 

•délie (a-a) ^)y ed osservando che — dando ad Si Pinterpretazione « classe cui 

appartengono non più di tre elementi, a due a due distinti » e ad a5 |I cd 

l'interpretazione < a, b, o, d sono a due a due distinti » — son Terificate le 

{a-i) e non la C^), e che — dando in ciascun caso ad S^ l'interpretazione < retta 

■considerata corne classe di punti » e ad a5||cd , successivamente, le interpretazîoni 

« & 6 c sono distinti ed appartengono al segmento j&nito ad, estremi esclusi * , 

c i segment! finit! àb e cd sono equipoUenti, distinti », 

c i segment! finit! ab e cd sono uguali, distint! », 

c i segment! finit! a& e od sono distinti ed 1 loro punti medl coincidono > , 
c i segment! finit! ab e od non hanno alcun punto comune » — 
fion yerificate, in ciascun caso, le (a-^) ed, inoltre, sono rispettivamente: false 
le (1-5); vera la (1) e false le (2-5); vere le (1), (2) e false le (3-5); vere le 
(1-3) e fUlâe le (4), (5) ; vere le (1-4) e falsa la (5) ^). 
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Constatati quosti &tti — e considerato corne sia opportono, lu questa 
trattazione, cbe il concetto di quatefma di elementi a due a due distinti 
sia defloito mediante la notazione ab\\cdj senza introdnrre alcuna 
parola di commento od alcun simbolo estraneo — proporrei di consi- 
derare come fondamentali le proposizioni (a-Ç) ed (1-5) in quest'ordine. 

A chi si proponga di enunciare le proposizioni ordinatamente indi- 
pendenti esprimenti^ simuLtaneamente, tntte le propriété 

del simbolo S^ — in quanto esso si mantenga suscettibile deirin- 
terpretazione « ^9^ è una linea continna, chiiisa, priva di nodi, conside» 
rata corne classe di pnnti » — e 

délia notazione ab\\cd — in quanto essa si mantenga suscettibile 
deirinterpretazione « a& 1 1 cd[ signiôca che le coppie a6 e c^ si sepa- 
rano » — 
appaiono degni di nota i fatti seguenti: 

dal sistema délie (a-Ç) ed (1-5) non si puô dedurre la condizione 
« ad S^ appartengono einque elementi, almeno, a due a due distinti » ^);. 

taie condizione si deduce dal sistema délie (<x-e), (3) e 

(9) oô II cd.oc II 6e : — =a,6,c,rf,«: A ^); 
la proposizione 

(10) a6||cd: — =c:a 

è vera dando ad jS^^ e ad a6 || cd le interpretazioni considerate nel 
principio di questo paragrafo ; 



*) Invero — dando ad S^ l' in terpretazione « classe coi appartengono quattro, 
e sol qnattro, elementi, a due a due distinti » e ad àb\\cd l'interpretazione « per- 
mutazione circolare, diretta od inversa, di achd » — son tntte vere le (a-^), 
(1-5) (la (5)| in tal caso, è vera perché la sua ipolesi è sempre assurda). 

*) Dalla (9) si deduce immediatamente a5|| cd. — =.a ed anche ao||de. — =.a } 
da queste, dalle (oL-i) e da un'osservazione fatta nel paragrafo précédente, si 
deduce che a, h, c, d sono a due a due distinti e cosi pure a, c, h, e, Quindi 
-* afflnchè a, b, o, d, e non fossero a due a due distinti — dovrebbero coln- 
cidere d ed « ; ma, allora^ 1a (S) ^^^ sarebbe vera, contro il supposto. Ë superfluo^ 
avA'ertire cho dalla (9) si deduce la (^). 
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ADDITIONS ET CORRECTIONS A F, 

§1 

ÇtotUfmuUhn. Y. BdM I. VI p. 62 

Note, ta» marqtie les P contenues dans ces additions. 
Ajoutez les P 70' 511 512 qui précédent Fg§2, et les 

44'. a{bc) = {àb)c 

86. Dem P71. 

[ P81 .3. (x; y) a {«; 0^ (x=z . yzxt) (1) 

(a; y) = (a; b) . (1) . P80 .3. (a; b) s {z; t)3 (ac=« . yzrt) .D. x=a . y=ô (2) 

P81 .D. xtz3{ («; y)=(2; y) ) (3) 

a?=a . (3) . P80 .3. a ê «3 ( (a?; y)=(a; y) ) .3. (or; y)=(a; y) (4) 

y=6 . P80 . P81 .D. («; y)=(«; à) (5) 

x=a . j/=:6 . (4) . (5) . P83 .3. (x; y)=(a; 6) (6) 

(2) . (6) .3. P 1 I C. Burali-Forti | 

101. a?,y-ea .=. ooea.ymea \ Ex. §2P346-2-4a t Df 

109'. a& = a^ .=. a-c = a-6 { Whitehead a. 1898 p. 40 } 

123. a-6 = 6-a .=. a=b JVailati a.l891 } 

402" . a arb J^. ga . gô [Hp . P23 . P24 . P402 .3. P] 

t C. Burali-Forti | 
540. 0)0? = a? |Le signe m représente l'identité | Ex. §2P351'-5a Df 
1. ticCls .^ (ûBuîu . a)e(wfM)Sim . œ£{utu)TGç' 

pag. 84, ligues 4-8 en remontant. Remplacez, par : 

Miss Ladd, On the Algébra of Ix>giCj a. 1883, et ensuite plusieurs A. 
par Tinstrument de la Logique symbolique, ont découvert la fausseté des 
formes traditionnelles de syllogisme, appelées «Darapti, Felapton, Bamalip, 
Fesapo». Correction suggérée par M. F. Invrca. 

p. 42 ligne 5 en remontant: au lieu de a.l870 lisez a.l867 



p»g. vnP*60 «u lieu de œISo lises x:Dm. 
* P611 Lisez la Ths : {u^)\x = u 

> ligne 2S en remont&nt, au lien de: aestunafb lisez: uestatiaj&. 
. 17 . . i . t 

pag. Vni ligne 5 en remontant. Ajoutes : 

La eigle "^ désigne anssl les • Formule di Matematica > supplément à la 
RdM a. 1892, F,I et F,V. 

Ajoute» la aigle "9 aux P 014-4 01623 0235 038 12 083118 093-3 09516 
■21-31-34 0%-4 0981 1001-2-3 101-22-23-31 1041 1111 115-2 150-3 162'I 
163-21 1711-6 7 180-2-3 1941 3101-5-G 2111 3412 342-3. 
Ajoutez la aigle V aux P 00323 010 0231-67 0501 064 060 062-1-2 
067-1-3 150-6 161-3-4 1612 162-45-6 22011' 3101-2 31111 3:31 
Ajoutez la aigle ^3 aux P 011-7 017 030 200-1--4 2011-3 202. 
Ajoutes la aigle • Vivanti FiVI • aui P210-2-9. 
p. 6 ligne 14 en remontant; lisez P a c i u o 1 o 
Ajoutez et corrigez les P suivantea : 
038-1 1' s,t,UE CU'n O- P019-2--7 . (— 1+) P019-î--i .(slNJP024. 
038-13 n+D = n "9 -i* —ii = n >n 

044. Au Heu de ■1--4 Usez -2--7 deux fois. 
049-91 ac = bc . c-c=0 r). a = b la 

•993 a,be ne . m,nen .3- 'mci+nb e ne ts 
066-1. eéS, . a,be%xe 0-('*+^)A = a/c+b/c v 

•î. . ae6+N, .3. {a—byc=a/c--b/e -o 

060 Nou. 

Selon le langage ordinaire, -v- précède le nombre, ou la grandeur, sur 

laquelle on opère, et aîgnlfle • dh-iser par 6 et multiplier par a •. P. ex. 

< -^ de 15 A-. > signifie 4 ce qn'on obtient en divisant 15 fr. par 5 et en 

multipliant le résultat par 3 > . Mais nous préférons de donner k ajb, qui suit 
le nombre aur lequel 00 opère, la signification • multiplier par a et diviser 
par b >, afin de rendre possible l'opération dans un plus grand nombre de cas. 

Les calculs sur les fractions étaient connus des anciens égyptiens, comme 
résulte du papyrus Hhind, (a. —1700^—2200?) publié par: 

Eisenlobr, Ein Mathematisches Handbach der alten Aegypler, Leipzig, 
a. 1877. 

Dans ce papyrus l'auteur ou le copiste Ahmès (Aahmeau) indique les 
A-actiona /2, /3, 2/3, ji par des signes de forme spéciale. 

Les fractions de la forme ja, où a est un entier supérieur à 4, sont in- 
diquées par le nombre a surmonté d'un point, qui a la valeur du signe /. 
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On remarquera la suppression du numérateur de la fraction, lorsqu'il est 
Tunité, comme dans le Formulaire. 

Toute fraction est exprimée par la somme de la partie entière, et de frac- 
tions décroissantes de la forme considérée; à peu près comme nous, dans 
la théorie, réduisons toute fraction à la forme a/&, où a et 6 sont des en- 
tiers, et dans la pratique aux fractions décimales. 

Les dénominateurs des fractions égyptiennes sont quelques fois des puis- 
sances de 2; alors la fraction a une forme analogue à nôtres fractions dé- 
cimales, mais dans la numération binaire. Dans d*autres cas lés termes suc- 
cessifs des expressions égyptiennes expriment la fraction donnée avec la 
plus grande approximation. Mais ces termes suivent aussi des lois plus com- 
pliquées. 

Voici les résultats de quelques calculs contenus dans ce papyrus: 
table I 2/6=/3-f/15 

table n 2/23=/12-f /276 

table IX, N. 6 9/10=2/3+/5+/36 

table X, N. 21 l-(/3+/15)=/5+/15 

table XI, N. 24 19/(l-f /7)=16+/2-f /8 

table Xin, N. 34 10/(l-f /2+/4)=:5+/2+/7+/14 

On peut aussi remarquer les signes de l'addition et de la soustraction : 
les jambes d'un homme qui va, ou qui vient (table XI, N. 28). 

Voir: Rodet, Journal Asiatique, a. 1881 t. XVIII p. 184, 390. 

Loria, Studio intomo alla logistica greco-egiziana, a. 1894, Giornale di 
Matem. t. 32. 

063-6 a + R=s:R -7 R + R = R *^ 

0641--6. Au lieu de P034 lisez P043. 

064-7 axR = R 8 RxR = R 

•9 a N4'Vn3(ma, m6, me, wd e NJ ^a 

•iO NOR ^ 

065. Au lieu de l-^ô lisez •1--24 (deux fois). 
065-36 /R=:R 

071-4i--45 afisTHO .3 /aer . P065-32--35 ^ 

071-51 ofir-^^OO./— a=— /a *^ 

074-1. {Ahmès, n. 24-38} 

074-4 pag. 18 ligne 2 en remontant. Lisez: le quotient [ (eï— 6)/(a— c) ] 

075-2. j Ahmès, N. 63 j 

076, afiyC e iwO . a-=6 . 6-=c . oc=a . a+b+c=0 .'^. 

[{a''b)/c+{b-c)/a+(c-a)/b][c/{a-b)+a/{b-c)+b/{€-a)]=^ 
{Lucas, Th. des nombres, a. 1891, p. 150j < 

083-18 Au lieu de +12a6c lisez — 12a5c [Escottî 
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084-H (N.+l)^ 3 N^» + N^» + No» + No« < 

{P. Tannebt, Int. des math., a. 1898, t. 5, p. 281 j < 

095-8 a,h,c,d e N, • 3 • 

(a»+6'+c'+d«)Ma*+6*— c*— dV+(2ac±2M)«+(26c+2ad)* < 
jP. Tannery, Int. des Math, a. 1898, p. 282j <s 

096-80' (a»+aï4-6?-{«'— «H-6?==4aft(a«+6») ^ 

•20" a(a—2by—b(p—2af=ia—bXa+bf >t 

•t*3{a+b+cf=(a+b—c)*+{b+c—af+(c+a—b)*+8{ab+ac+bc) 
•45 a*+6*-|-c*=<a+&+cXa-6-cX&-c-aXc-a-6)+ 

2(a*6»+ô'c'+c'a») 
•46 (a+6+c)Mo+&— c)*+(Hc-a)»-H<;+a-6)'+ 

80a6c(a*+6'+c*) 
•4 7 (a'+6»Xa+6)— 2a6(a'+&')==(a-6)^a+6Xo*+a6+6^a*-a6+6») 

.48 (a'+B'Xa+6)-(a'+?0(a*+6')=(a-Wa+6X«'+6>6 
•49 a;=ab . y=(<i+b^ . s=a(a+bXa*+ab+2lP) . 

IP-44--49. E. B. Escott (Grand Rapids, Mich. U. S. À.)| 

•80 (a'+a*6+a6*+6^*+(a-a*6+a6'-6^'=2(o'+&7 

•5 1 (a'+a*6--aô'-67-(a'-a'6-a6»+6')^4a6(o»-&')' 

•82 (a'+a'6-a6»+&*)'-(a'-«'6-a6*-6')'=4a6(a»+&^o'-6») 

•83 (a»+a6»-a»ô»+a6*+Ô')'— (a*-a*&-«V-o&'+&*) — 

4a6(a»+6*)(a*— aW+6*) 

•84 (a*+a'6-a*6'-a6'+&*)'-(a*-a'6-a'6»+a&'+6*)»= 

4a6(a*-6^a*-a«&»+&') 
j •80-^84. E. Sadun j 
103-3 m,n e N, . /fe N, f ©••-m , ^^e N, f 0-n .3. 

(-r.VX-S."'/) = -£ { -T [ (/r X i7s)is, 0-n ] |r, 0-w { 
113-2 W6N, Ô- 

3^,"(2r-l)'|r=3[l'+3»+6'+...+(2m-l)^=w(4m»-l) 
^,"'(2r-l)'jr=l»+3*+5»+,..+(2m-l)'=w'(2m*-l) < 
jlBN AiiBANNA, a. 1275?; Le Talkhys d'Ibn Albanna 
publié et traduit par Aristide Marre, Borna 1865. (Atti Ac Pont- 
N. Lînc, t. 17, a, 1864)j < 

114^1 Lisez: 2s, = n(»+l) 

114^8 2s^=4s*—s*+s* •Q. 2s,=3s,'— s,* ^ 

{Lucas, Th. des nombres, a. 1891, p. 249j •< 

IIS'I. Ajoute' <^u premier membre — (Z^^xy)* 



Idl. n,(i£N. .3). af<2")— 1 = (0-l)ff,"-^af(2>f-l)|r ^ 

=(a-lXa+lXa*+l).4ûr(2-')+l) ^ 

152M. a,6ÊN, .3: &>a .=. b—a cN, Dfî tt 

•î. a,6,C£N, . o>6 . 6>c .3- "— & < «— <^ ■* 

155-13 a>b .=. o— 6>0 -n 

■tt a^b . c<id ry a—c>-h—d S. 

■) 5 a<p . c>d .3- a—cKP—d S. 

lecf. (i,&£n . ceN, .3 o>& .=. ac>6c «n 

163-2S a<& .=. a R« J:r3(o<jtî<6) -o 

•16 a<;6.m,neR.3-*<(""*+"&)/(^+"X^ 

173-3 {a+6r-">o"*'+(m+l)a"6 0. 

■4 < a-+'-t-4in+iXû+b)"6 iPUS D P-4-Bi 
173'. a,6eNo.a-c=6.3. 

■î 2~-'(a"+&")Xa+ij)'" 

1761 aeR.meN.+1.3.(l+a)">l+ma 

[ (X, a, m-l)I(a,6,«.)P173-4.DP ] 

•2 (I— a)">l— ma 

1 (!-«>«, '"-1)1(0. fr,m)P173-5.D.P ) 

-3 a,6ea . a<;& . mcN, .3- 3 R" a3(a<ir"<6) 
180-4 {2:a){2ao:^ ^ (^ax)' [ (i | y)P-8 DP] -fl 

-5 meN, -3- «""'(-£ a;")^^ a;)" < 

183. ne N,+l . x,y e rf 1 -n . oe R f 1-n . ^ = Z," O- 

■Ï--4 = P180-1-4 
190. Note. Letbnlz, Math. SchHft. t. 7. p. 319, pooi- iadiqMr moda, a 
proposé U notation mol.a, abréTiktion da mot latin > moles ». ■< 

193-6' ae T-iO . men .3. ThBp-6 >v 

■7 moda = modo . = . ah=lf -4 

{Leibniz, ibid.: 

QoAntitatefl dnae dÎTerflae, eandem molen hi^ntee semper bakeat idem 
qnadratam.l 4 

203-2 num a e l^^vioo "v 

204. acN, .3 a+» =: 00+a = œ+oo = œ . (K;» Df •« 

205. a,&eCU .3. -i-'i = 20Vi--i 

220-6" au . oeN, . -a t^'^o+NJ .3' a ' nuiiu -o 

"6"' au .3 at minu -w 
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228. Hyp 220-6 .3 ms^{i^y==(ma.xuf{Ta&xv) 

229. MeCls'R.©fiCls'No.atmaxtt.atma3:t?.3TlisP228 < 

240*4 Au lieu de 2', lisez Si- 
Remplacez les P241-242-6 par 

N, N, n + — X / •" ^ ' Cmb 

241. wen.neNj O- , .^y , tv 
M. Cmb(m,w) = C(w,n) = «i(w— l)...(w— n+l)/nl L« ^ 

. = [U,''-' (m- r)lr]/«l 

•1' C(OT,0) = 1 ^ 

Note. Le symbole . Cmb . ou . C . est une abréviation du mot « com- 
binatio. adopté par Pascal, Œurra, t. 3. p. 289. Euler a indiqué C(«»,n) 

par le symbole W . Acta Acad. Se. Petr. a. 1781, t. 1, p. 90. 

Plusieurs A. adoptent les simboles f J, «*n, etc. •<! 

•î me N^n+NJ -3 C(m,n) = ml/(nl(m— n)!] Itf ? < 

•3. C(w+l,n+l) = C(w,n+1)+C(»n,n) o 
•4 me 0-(n— 1) .3- C(w,n) = 
.5 0(w,n) = 1 -6 am,l) — m 

•7 m,n £ N, . 3 . 0(-m,n) = (-1)" C(»t+n-l,n) JEULBR, td, j 
N, + N, — X / ^ ••• -S num 1 Cmb 

242. m,neN, .3- 

'i. C(w+n,n) = 0(w+n,m) *< 

•î. C(r»+«— l,w)/C(w+n— l,n) = n/m < 

•3. C(2m,m) = 20(2m— l,m) ^ 

•*. C(w+n,»)/C(»n+n— l,n) = (m+«)/m -s 

•5. C(m+n,n)/C(»»+n,n+l) = (n+l)/m ,4 

•6. C(w+n+l,n+l)/C(w+n,n) = (w+n+l)/(n+l) << 

pag. 42, ligne 4, au lieu de : [*»+! , n+1] lisez : [m , n], 

242-8 ae N,+l . &e l-(a— 1) -3 Qafi) £ N,X[(Nt+l)«(a/N»)] ^ 
jLEiBNiz, Math. SchHft., t. 1, p. 103: 

Quaellbet comblnatio, exceptis duabus extremis, divisibilis est par 
aliquem divisorem sui numeri rerum.| < 

243-î' JS' <Xm+r,r)\r=:C(m+n+l,in) ^ 

243*3 Au lieu de m lisez n "^ 

243*3' ne N, .3. -S{O(«,s)|s,0-nr(2N,)}=2' 



fc»--i 




243-3" ~. ^tC(w,s)|5|0-«^2No+l)j=2— ' <f 

|243-3-3 -3". Jacob Bernoulli a. 1654 '^ITOô, Ars conjectandi, 
Basileae, a. 1713, p. 104: 

Numéros combinationum secundum omnes ezponentes pares (inclnso 
nullione) aequatur numeriim combinationum secundum omnes impares, 
proinde utervis semissis est numeri omnium combinationum simpliciter (in- 
cluso quoque nullione) h. e. cum iste in rébus n , sit 2** [P243'l] utervis 
illorum erit 2»— i.j -< 

243'ô-9'll Supprimez. 
243*6 Ajoutez: 

{Lagranqe a. 1770; Œuvres, t. 2] p. 182: 

l+n»-f[n(n-l)/2]«+...=[lx3x5...(2n-l)/(lx2x3...Xn)]2n I <i 

302-8' a>6 .j). a>2rest(a,&) •«i 

•19 quot(a+6, c) = quot(a,c) + quot [&+re8t(a,c), c] 2. 

.20 rest(a+6, (?) = rest [&4"rest(a,(?), (?] 2. 

310*10. Au lieu du dernier b lisez c 

3131 Dem 
[ Hp . P045-4-5 .3: acfN, . a,be ^{Kx .=. cceNi . a-f6, b t N,Xa5 (1) 

Hp . (1) O- naax [ N,^ X3{afis NjX«)] = max[Njn X3(a+b, b 8 NiX»)] (2) 
Hp.(2) .P311-2 .3 Ths ] ^ 

313-30 afi e N^ .3- ^^fi) = maxCN^ ^ a/N, f^ &/NJ Df ? < 
•3i D(2a— 1, 2a+l) = 1 ►d 

•32 aa 2N, . be 2N,+1 . a>6.3 D(a+&, a— 6) = D(a,6) hr, 

•33 afi s 2N,+1 .3. ^^— = 2D(a,&) >^ 

•34 afiyCyd eNj . D(a,&)=l . D(c,d)=l . a/b=c/d .3- o^=c*h=d 

jEUCLIDES VII P21| ►d 

•35 . .a/6 = c/d .3- ^A = ^/^ =D(^,d) 

jEUCLIDES VII P20( »d 

•7 D(a,6>-lO. (N,+iy^ (a»+6»)/N, 3 N;+N,« < 

314-1 afi B N,-N.« . a6 e N.V3. D(a,&) £ N,+l < 

{Leibniz, Math. Schr. t. 7, p. 122, a. 1678| < 

315. a,6,meN^.3* 

•i D(a,6>=1.3.N,^(a«+&*)/N,34No+l < 

•2 .3-NA^(a*+6VN,38No+l <i 

•3 .3. N,^[af(2'")4-6K2")]/N, 3 Nc^2"^*+1 < 

{315*i--3, EULEE, Theor, circa divisores numerorurriy N. C. 

Petr. I. a. 1747-48, p. 20| < 

316. ne N, .3. N,«(2*"+l)/N, 3 16 w No + 1 < 
JLUCAS, Atti Accad. d. Se. di TorinOj a. 1878, 1. 13, p. 281 j < 






% 
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317. afijTi £ Ni . D(a,6)=:l . àb s 4Nt+l . 3. 

NA^""'"+&'^'VNiD8a6nNo+l iLuCAS, id. p. 282 j < 

321 '3 Lisez: m(<2,ô) ^ m(6,a) 

332. as 1+N, .3 min[(l+N,y\a/N,)] a Np ^xj 

336-2 Lisez T Hp as N|+3 

{EULEB, ibid. p. 26j ^ 

337*4 {Exiler, Theor, circa divisores numerorum, N. C. Petr. 

a. 1747, p. 20( < 

337-9 mfiN^ . 4m+l £ Np .3. m"*— 1 e N4X(4m+l) ^ 

{BiKMORE, a. 1896, Ed. Times, t. 65, p. 78} < 

337*30 |Les chinois ont connu cette P pour h=z2y dès le temps de Cen- 
fudtis^ a. — 550*^— 477; cfr. Heans, The messenger of math,^ a. 1898, 
t. 27, p. 174| ■ < 

339-1 asNi.3. min[(N,+l)r^aî3(a!+l £a?XN,)]£Np^,+a) ►«! 

340*3 Invece di (2a)! si legga |(2a)!]' < 

344-1 msN, . 2^+1 s Np .3 me 2^N, 

j Fermât, Oeuvres, t. 2, p. 206, a. 1640: 

Soit par exemple la progression double depuis le binaire avec ses expo- 
sants au dessus: 

12345678 

2 4 8 16 32 64 128 256 

Je dis que, si vous augmentez les nombres de la progression de Tunité, 

et que vous fassiez 3, 5, 9, 17, etc. tous, les dits nombres progressifis ainsi 

augmentés, qui se trouveront avoir pour exposants des nombres qui ne sont 

pas de la dite progression double, seront nombres composés.) 

•â W62^N,3:2'*+l£Np.=.3^(2lXw— l))+l6N,X[(2hn)+l] ^ 
JProth, Nowo. Corresp. Math., Bruxelles, a. 1878, p. 210| < 

•3 meN^ . 2**— 1 s Np .3- wi e Np 

JFermat, Oeuvres, t. 2, p. 198, a. 1640: 

Les nombres moindres que Tunité que ceux qui procèdent de la pro- 
gression double, comme 

12 3 4 5 6 7 
1 3 7 15 31 65 127 etc., 
soient appelés les radicaux des nombres parfaits, pour ce que, toutes les 
fois qu'ils sont premiers, ils les produisent. 

Mettez, au dessus de ces nombres, autant en progression naturelle: 1, 2, 
3, 4, 5, etc. qui soient appelés leurs exposants. 

Cela supposé, je dis que: 

Lorsque l'exposant d'un nombre radical est composé, son radical est êSQBBi 
composé.) <1 



344-4 m fi Np O. Niy> (2'"-l)/N, 3 2mxN,+l 
} Fermât, îd. p. 198 : 

. . .Lorsque Texposant est un nombre premier je dis que son radical ne 
peut être mesuré par aucun nombre premier que par ceux qui sont plus 
grands de l'unité qu'un multiple du double de l'exposant ou que le doubie 
de l'exposant. | 

•5 ne N,+l .3- a Np « X3[ mp(x, n! )= 1 ] 
jLiouviLLE, t. 2, série II, a. 1857, p. 278j < 

345-1 ofiNp . 6e l-(a— 1) .3- Cmb(a,6) s N^xa < 

j Leibniz, Math. Schr.^ t. VII, p. 102: 

Si numerus rerum sit primitivus, combinatîo ejus quaelibet per Ipsum 
dividi potest, dempta prima et ultima.| < 

345-2 aeNp -c2 . be 0-(a— l)O.Cmb(a— 1 , b) e N^a+(— 1)* < 

•3 as Np . be 2— a . 3 • Cmb(a+1 , b) e N^xa <j 

{-2-3, Lucas, Amer. Joum.^ t. 1, p. 229, a. 1878 j < 

346. m^a,byC e N^ . 2c+l8 Np . 3 • 

-1 aT+ir e N,x(2c+1) .^.afie N,x(2c+1) < 

•2 a,b me N,x(2c+1) . j) . a»'-6*' e N,x(2c+1) < 

a'+b'e^,Xi2c+l) .s., a**- b'e nx(2c+l) < 

-a(a,6) 3[a,6 eN^-a'+ft^a"— 6* e nx{2c+l)] < 

•5 a"*+6~ c Np . 3 • ^^ 2^0 < 

•6 «"•—6"* fi Np . 3 • ^^ Np . a=:6+l < 

•7 ne Nj . a'^+ft** £ Np . 3 . D(m,n) e 2(^No . <i 

{LuoAS, a. 1891, Th. des nomb.y p. 342j < 

347. m^afijC e N^ . 2(?+l e Np . 3 • 

-1 oT^b"^ e N,x(2c+1) . 3 • « ^ E>(^ , 2c) - 6 [^ D(m , 2c) 

eN,x(2c+l) < 

•2 D(m , 2c) = 1 . a"-6" e N,x(2c + 1) .3. a-6 e N,x(2c+1) 
•3 7?ieNp.3.N,«(a'"-r)/N,3[Nr(^-&)/NJw(N,xm+l) <j 

.4 .3-Ni^(2"-l)/N, 3 NoXm + 1 <î 

{346-1 --6, 347-i--i, EuLER, Theor. circa div. numerorum, 
N. C. Petr. I, a. 1747-48, p. 20| < 

348. ce N, . 4ç+3 , 8g+7 e Np . 3 . 2*«^'-l e (8g+7) N, <î 
jLucAS, Atti Accad. d. Se. di Torino, a. 1878, 1. 13, p. 283j < 

351'-1 ice Cls'N. . num u e N, .3- 

2;u = 7 œ3[ fe {u f l-numw)rcp 3/^- oc=£{fy 1 - numw)] Df 

I Ex. Pd52'6a | 



'i Hyp P-l .3 iTu = (72 I 20Df 1 | Ex. P362-7a | Df 

•3 ue C]a% . num(t«0) e N. Q. Hu = ^(w-eO) Df 

•4 1 — '- nu = n{uHi) Df 

•'i Hyp P-3 .3 2u=£{(OjU) : Hyp P-4 .3 nu=Illiœ,u) Df? 
352*3, 2.e ligne. Au lieu de a|^ lisez 2|^. Ajoutez: 

jP-2-3 Legbndre a. 1797 p. 8j 
352*4 ue Cls% . an .3* Dvrw = iT|[û5f^ nain mp(a?,n)] |â?, Np} »«i 

•5 . numueN, .3 nau=: max 

•6 i:çSra/N,)=n{\ [a^m^œ,a)+iy-l]/{œ--l)\ |a?,Np) 
{ Wallis J. : Discours of combinationSy London a. 1685, 
cap. IV, 1 } 

•7 /Z(N,Aa/Nj)'=a|^num(N,^/N,) ^ 

354-6 Au lieu de 2 lisez JI. 

380-1' Ex=j n^ Z3{x:^<x+1) 

•1" Ea? = ^ n <^ {^-[(R w ^0) r^ (l-R)!} < 

380*3 Au lieu de 0< lisez 0:^ 

380-9 a?- = 3.E[(Ea?)/a?l— l=EaJ+E(— a:) < 

384. a,6 e N, .3. IX,a,b)=b+2'^ah/b)\h+2:,^E(r-ah/b)\h < 

390-8 a,6 fi N, . 3 . rest(a,&) =&x S(a/b) Df ? 
391. { Bertrand Aritmetica, a.l862 p.l39 j 

Les P391-395y qui ne contiennent pas le signe 9, doivent venir après la 383. 

396. m^n e N^ . ae Np . 3 • 

•1 C(m,n) e C[E(m/a) , E(n/a)]xC[a©(m/a) , ae(n/a)] 

+N,Xa < 

•2 C(w,n)£/ZjC[a©(m/a'),ae(n/a")]|r,N4( +N,xa < 
J396-1-2, Lucas, Amer, Joum., a. 1878, t. 1, p. 230} < 
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Sul § 2 del Formulario, t. Il: Aritmetica 



Il § 2, nltiinamente pubblicato, contiene le propoeizioni e dimostra- 
zioni relative airAritmetica, gîà ridotte in simboli in lavori precedenti, 
inBieme aile aggitinte propoete dai varii Collaboratori (vedi pag. VIII), 
e aile nnove proposizioni, ridotte in simboli in occasione di qnesta 
stampa, e che non portano sigle. Nel § 2 è solo contenuta la teoria 
dei nnmeri razionali. Qnella degli irrazionali, e le successive, sono in 
corso di stampa. 

81 sono dovute vincere moite difflcoltà, di varie génère, affinchô 
qnesto F,§2 potesse ragginngere il suo scopo; cioè riunire e coor- 
dinare il molto materiale, già contenuto in lavori precedenti, relative 
aile teorie che formano oggetto del nuovo §; ordinare il tutto in modo 
da rinscime facile la ricerca, e con nna legge indipendente da ogni 
opinione personale, e da ogni abitudine invalsa ; correggerlo e comple- 
tarlo. Inoltre si doveva une in modo da rendere &cili le agginnte e 
oorrezioni, le quali vanno completando e perfezionando 11 Formulario; 
e che in nna prossima edizione (tomo III del Form.) non vada perduto 
il grande lavoro fatto nella correzione tipograâca. 

Le notazioni di Logica matematica ftirono ideate in modo da non 
preeentare difficolt& tipografiche. Invero formule siffatte fdrono già 
stampate nelle più svariate tipograâe di Torino, Milano, Roma, Napoli, 
PalermOy in Francia, Spagna, Germania, Russia, America, ecc. Ma per 
stampare un libre di pure formule, si ô reso necessario un materiale 
tipografico apposito. Nel prowedere questo materiale si è cercato di 
riunire la chiarezza délie formule colla facilita délia composizione. Si 
è fissata ad es. la lunghezza dei segni 

= > D + - X / r vi 

proporzionale ai numeri 

10 10 10 8 8 6 6 4 4 
che le misurano in puntil tipografici ; queste dimensioni aiutano a leg- 
gère naturalmente le formule seconde le comuni convenzioni sulla 
soppressioae délie parentesi. Si sono soppresse tutte le complicazioni 
non necessarie, ma dannose che alcuni A. amano introdurre nelle for- 
mule matematiche« 



. 



j| 



Â 



Le varie notazioni in nso sono riportate nelle note al Formolario, 
adottandone la più eemplice. Si ô introdotto nn segno nuoTO^ per în- 
dîcare la potenza, pure conservando Tusuale notazione dell'esponente 
in alto, qoando esso ha una forma semplîce; ma si usa il nuovo segno 
qoando l'esponente ha una forma complicata. In conseguenza le for- 
mule di Matematica possono essere scritte, senza eooezioni, mediante 
segni seguentisi sullo stesso rigo ; quantunque ciô non sîa costantemente 
fatto nel F, onde non scostarci troppo daU'uso comune. Senza questa 
convenzione, siccome nel F si incontrano formule comunque complicate, 
gli esponenti possono portare altri esponenti, linee di divisione, indlci, 
radicali, e cosi via; sicchè si aumenta indefinitamente il numéro dei 
corpi tipograûci; arrivando ben presto ai mieroscopici, senza che vi sia 
alcuna ragione per oui ciô che sta aU'esponente sia meno leggibile di 
ciô che sta alla base. 

Queste semplîficazionl, per cui le formule si compongono corne il 
teste ordinario, saranno molto apprezzate da chi ha qualche conoscenza 
deirarte tipografica; alcune furono già accettate, e altre lo saranno da 
chi dovrà stampare a proprie spese un libre contenente moite formule. 

Siccome le numerose e continue aggîunte rendono inapplicabile la 
stéreotipia al F^ finora si ô deciso di conservarne la composizione, onde 
poterlo ristampare coi perfezionamenti, senza pericolo di nuovi errori. 

Come si è già fatto pel §1 (RdM t. VI, pag. 48-52), anche qui è 
necessario dare la corrispondenza fra le P dei lavori précèdent! e quelle 
del nuovo § 2, dando le ragioni délie modificazioni e soppressioni fatte. 
Queste ragioni saranno date un po' sommariamente, a causa del lungo 
cammîno fatto da F^ ad F,. 

II segno « a > dopo il numéro d'una P indica che occorre cercarla 
nelle aggiunte pubblicate in questo stesso fascîcolo. 

Confronte degli « Arithmetices principia, nova metkodo eooposita * 

a. 1889, con Fj §2. 

Il primo lavoro, che continue ad indicare colla sigla »c, comincia 
la numerazione daU'unità invece che dallo 0, come in F. Fatto questo 
cambiamento, si ha che le P 

1 6 7 8 9 di ^§1 diventano le 
002-1 -2 -3 -4 -5 di F, §2. 

Le 2, 3, 4, 5 di »o già farono enunciate nella logica F, §1 P81-€4. 
Veramente la nuova Pp 002*3 è un po' meno restrittiva délia antîca 7; 
e precisamente le antiche P 7, 16 e 16' valgono le nuove 003*6 003*2 
002-3. 

L'antica FIO ha date luogo alla nuova 010. 
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Le Plly 13, 13, 14, 15, 17, trafiformazioni logiche délie precedenti, 
si Bono sopprefise. 

Le antiche 18 19 20 22 23 25 27 

valgono le nuove 011*2 -3 012*3 -2 '4 •! -5. 

Le 21, 26, 28 si sono soppresse, cansa la semplicità. 

Le 24 e 24' si sono incorporate nella dimostrazione délia 012*1. 

In ►d§2 le P: 

12356789 10 11 
sono diventate con qnalche perfezionamento, le 

021*1 150*1 -2 *1 021*3 *4 022*4 023*1 *7 '6 

14 15 16 17 18 20,21 22 23 

151*2 -1 -3 152*2a 150*5 151*5 *6 -4 

Soppresse le 4, 12, 13 19 perché perdono importanza nelle trasfor- 
mazloni &tte. 
Le P di ^§3 

12 3 4 

diventano 220*1 *!' -6" a -6'" a 

La 5; di minore importanza, si è trtilasciata. 
Corrispondenza fra ^^§4 ed F,: 

1 2 3 4 5 7 8 10 11, 12 13 15 

041*22 -2 *3 043*2 041*23 043*4 '1 046 160*1 "2 043*5 
Le 6, 9, 14 si sono tralasclate. Le antiche dimostrazloni si sono so- 
stitnite con quelle comparse in ? , ove si fa oso délie fanzioni. 
Le P di »o §5 

12346678 ^9 
diventano 080*21 *2 '3 -22 081*1 *2 *3 173*1 *2. 

Nel §6 di t^ si erano introdotte le notazioni avh baa aivh 
per indicare rispettivamente le relazioni « a divide 6 » « 5 è divisi- 
bile per a * * a è primo con b » . Ma già nel tomo I di F, e ora nel 
tomo II, si sono soppresse queste notazioni (quantunque sia stretta la 
analogia dei segni d e a coi > e <), potendosi le due prime espri- 
mere coi simboli précèdent! sotto la forma 5 e N^ x a ^ e la terza come 
ô scritto in Fg §2 P310 nota. 

In conseguenza si sono soppresse le antiche P 2, 3, 5, 6, 7, 11, 14^ 
15, 22, 24, 31, 32; come pure, perché poco importanti, le 8, 9. Le altre 
sono riportate come segue: 

1 4 10 12 13 16 17 18 19 20 21 23 

050*1 330 050*4 *6 *5 052*4 050*3 053*1 *7 *5 097 046*3 

25 26 27 28 29,30 33 34 35 36 37 

055*la •2a 045*4 *5 049-993a 311*0 313*1 310*2 311*5 311*6 
Le Pl-34 del §7 di ^ si sono trasformate ordinatamente nelle; 



' '^**l^ 



9 


11 


35a 


061-6,-7 


22 


23 24 


•4 


•6 -3 
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085-8, 045-9, y, -91, 313-3, •31a, 093-1, 333, 340-1, 342-1, 319-9, 
311-6, 334, 337-1, 311-12, -13, 15, -11, 322-1, 323-2, 321-5, 

338-3, 339, 337-30. 
Nel §8 di »d le P corrispondono aile nuove 

1 2 3 4 5 6,7 8,10 

054 062-1 060 050*6 062*2 062-3 313-34a 

12, 12^, 13, 13', 14 15 18 19,20 21 

064-9a 062-4 068-10 161-2 162-5 

25,26,27 28,29 30 31 32 33 34 35 

164-2 163-5-6-2-4 061-2 067-1 061-3 061-4 062-10 063-0 

36 37 38 39 40 41 

067-3 -2 062-22 064*0 062-24 065*1 

Le proposizioni dei § 9 e 10 di ^ trattano degli irrazionall. Esse 
saranno riprodotte nel § 3. 

Nello scritto < Sul concetto di nnmero, a. 1891 » indîcato nel 
Form. col segno ^ , introdotto nel § 1 il concetto di funzione, ora con- 
tenuto in F, §1 P500 e segg., lo applicai a semplîficare alcnne propo- 
sizioni, e ad enunciame délie nnove. Eccone la corrispondenza con F,: 
7 §2 Pl-10 §3 Pl-3 4-6,8 7 9 

Fj§2 P002-1--5, 003-1--8 014-1--3 017 016-2 012-1 

§4 Pl-3 7 4 5 6 8 9,10 11 §5 PI 2 

150-1--3 -5 151-2 -1 -3 -4 -5 -6 014-1 011-1 

Le altre P di S^ §5 trattano deirinversione ; già fîirono riportate 
in F^I, e ne abbiamo parlato in F, §1. 

In S? §6 si introdacono i nameri negativi; ma questa trattazione 
si ô cambiata in F, , onde non far nso deirinversione. 

P§6 PI r 2345 6 7 8 

F8§2 P041-0 -0' -3 043*1 "4 042 043-6 080-0 '3 

9 10 11 

081-1 -3 -2 
La P di P §8 diventa la 050-1. 

?§9P123 4 5 7 10 

F,§2 P200-1 -2 201-1 202 200-4 200-3 lOO'O 
Le antiche P6, 6' trovansi in F8§1P461 e 462; la 11 è diventata 
la 520 di F, §1. 

Le antiche P8 e 9 sono soppresse, a causa delle nuove P210 più 
generali. 

P§10 PI 3 4 5 6 7 

F,§2 P053-2 060-0', 071 064*9a 061-1 -2 -3 



j 



Pin§i 


PI 


F, §2 


POU -3 


12 


1» 14 


•3, '6 


■10 -11 


33 


24 25 


151-2 -1 -3 


41, 42, 43 44 


190 


191-3 



6 7 


8 


9 


10 


11 


038-1 -7 


-2 


-4 


-8 


-5 


18 


19 


20 


21 




22 


023-2 -5 


-7 


150-3 


-1,-2 


33 


34,35 


< 


36 


37 


•14 


063-7 


020-2 


072-1 


53 


54 55 




56 




58 
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Il §11 di 2^ si occupa dei nnmeri reali Q e q ; le P ivi contennte 
saranno riprodotte nel profisimo ûiscicolo del F. Sicchô qnanto è con- 
tenuto nei miei layori »d e ? ô riportato in F, , salvo gli Ultimi § 
in corso di stampa. 

Confironto del € Formulaire de Mathématiques», 
t. I, parti II, III, V e VI con F, §2. 

2 3 4 5 

012'3 -1 -3, -4 OU- 
ÏS 16 17 

021-3 022-4 021-8 

26, 27 31 82 
•12 03818 -13 

45 51 52 

•2 100-1-2 101-22-23 -12 -31 194-1 100-3 101.21 

Le anticbe P28, 29, 30 si sono soppresse, poiobô semplici. Nel pas- 

sagg^o dalla P51 alla'nuova 100 si è sostîtuito alla notazione del De- 

dekind la nuova per le ragioni ivi addotte in F,. In conseguenza 

sparisce la P57. 

FJI§2 PI 234 5 6 7 89 10,11 

Fg §2 P041-3 •0' -1 -22 048-2 043-4 043-5-6 -1 046 043-7 

12,13 14 15,16 17 18,19,20 21-24 25 

049-91a 045-1 160-1, 160'a 191-4 048-3, 164-8a 065-31--34 074-1 

26 27 28 29 30 31 32 33 34 36 

052-4 051-8 053-6 062-3 -10 193-5 063-21 -22 071-51a 062-6 

37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 

•12 066-1-2 062-13 -8 -9 -14 121-22 -12 -31 103-2 

47 48 

121-51 194-2. 

Alcune formule hanno subito trasformazioni, quali le 19 e 20, e 
quelle contenenti il segno H, cioè le 43 e segg. La P35 si è soppressa, 
causa la semplicità. 

FJI§3 PI 234 5 6 789 10 

Fe §2 P080-3 -22 -23 -21 098-1 080-1 081-1 -3 -2 098-2 

11 12,13,14 15 16,17 18 
096-4 193'6,-7a 173-1 -2 125. 

F JI§4 PI 2 3 4, 5 6 7 8 9 10 

F, §2 P043-3 047 095-1 082-1 095-2 -3 083-11 049-8 -9 
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11 la 13 21 â2 âS 24 8& 36 27 28 

095-7 -4 -5 -10 082-2 083-1 '12 -13 09^-11 -18 '1» 

29,34,35 30 31 32 3a 36 40 41 42 43 

•14 095-5 083-13 '14 095-16 -17 -20 082-3 083-16 -17 

44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 

095-2S -26 -27 -30 -21 -32 '33 '34 ^35 083*3 095'28 083-18 

56 57 58 59 60 61 62 63 

095-31 •20'a '2ff'& -22 '23 -40 083*4 -5 

FJI§5 P2 3 4 11 12 13 14 15 16 17 

F, §2 P160-3 170-1 -7 171-1 "2 174-1 '2 171-6,-9 '15 -7 

18 19 20 21 22 23 24 25 26 

•12 -11 •8,-14 ^4 -17 171-19 162-1 -3 -2 

Le P dl Fi II §6 e §7 saranno contenute in F, §3. 
F,II§8 PI 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Fj §2 P021-4 074-1 -2 -3 '4 075-1 -2 -5 -6 -3 '4 

Le seguenti saranno contenute in Fj §3; come pure quelle di F4ll§9 
FJI§10 PI, 2 3 6-9 10 11 12 13 14 15 ♦ 

F, §2 P113 244 114-1 104-4 -5 130 104-3 -2 181-1 

17 20 

080-1 081-3 

Délie P contenute nelle aggiunte a F^il (pag. 117) si ha la corri- 
spoodenza: 

FJ1§2 P42' §4 P14-39 
F, §2 P062-2 soppresse 

§10 P25 26 
115-2 180-3 

Âlcune P tralasciate troveranno il loro posto in altre teorîe. 
FJII§1 P6 7 8 20 21,22 23,24 25,26 27 28,29 

F, §2 P045-3 -4,-5 -6 '8 -9 -91 093-1 094 086'1 

30 31 32 33 34 
240-1 -2^ -3' -4 020-3 

Le PI -5 e 10-15 si sono soppresse, perché semplici, owero riffercn- 
tesi alla teorie délie congruenze, che non ha ancora trovato posto 
in F,* 

FJII§2 PI 234 5 6789 10 11 

F, §2 P300-0 -2 -3 -10 302*1 -2 '3 -4 '6 300-4 302-7 

12 13 14 15 16 17 
•8 -S'a 800-5 -6 -9 7, 



52' 60^ 


66 


67 


095-36 083-2 


•6 


'7 


27, 28 29 






•4a -2 
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Sono soppresse le P18-20. 
F,I1I§3 PI 
F, §2 P311-2 



2,5 


6 


7 


8 8' 9 10 10' 


13 


14 


•3 


-4 


311-1 


•4 -3 -5 -6 -8 


•7 


313-32a 


15 


16 


17 


18 19 19' 21 






33a 


•5 


311-9 


•11 -33 -14 -15 







Fra le P soppresse menzioneremo le Def P3 e 4, di cui non si è 
più fatto uso, modificando alquanto alcune P successive. Potrejjbero 
essere ntili in altre teorie. 



FJII§4 PI 2,3 4 5 
F, §2 P321-2 -3 -4 323-2 


6 8 
•1 321-5 


9,10 
322-4 


11 12 
321-7 323-5 


F,ni§5 PI 2 3,4 5 
' Fg §2 P330 331 333 340-1 


6 7 8 
342-1 -2 -3 


9 
334 


10 11 12 
337-1 -2 -30 


13 16 17 18 19 
341-1 339 338-2 -3 350-1 


20 21 24 
•2-3 -4 -5 


25 
341-2 


41 42 
352-1 350-5 


43 44 
352-6a -7a. 









FJII§6 PI 3.45 11,12 13 14 17 18 20 21 

F, §2 P352-2 350-6 352^5a 3 353-1 -2 '3 3544 -3 -5 -6 

Nelle agg. a FJII (pag. 118) le §1 P27' §3 P8" §5 PI' §6 P3 
sono diventate F^§2 P093-3 313-3a 330 350-6 

F4V§1 PI 234 56 7 8 11 

Fj §2 P200-1 -2 -3 203-1 -2a 204a 201-1 -2 -3 

Le P9 e 10 sono già contenute in F2§1. Le P12-16 sono contenute 
nella P210. 

F^V%2 PI 2 3 4 5 6 7 10 11 12 

Fj §2 P220-1 -1' 227 220-7'a -7a 223-7a •7'a 220*6 -6' 222 

13 14, 15 16 
222' 223-9 224 

I successivi § di F^v saranno pubblicati in seguito. 

Si sono pure riportate alcune délie P di F^VI, sulla teoria degli 
aggregati, raccolte dal prof. Vivantl 

Délie due notazioni co e Ne, dovute rispettivamente al Cantor ed 
al Vivanti, si è conservât» solo la seconda, perché piii semplice. In 
conseguenza l'antica PI del §1 diventa la nuova 210-1. 

Le 2, 3, 4 si trasforraano in altre già enunciate in Logica. La 5 
diventa la 211-1; le antiche 6, 7, 10, 11 si trasformano nelle nuove 
210-2 -9 -5 -6, Le 8, 9, 12 e successive racchiudono le idée di numéro 
algebrico^ q, q', ... non ancora definite in F^. 
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In F4 VI §2 la PI diventa la nuova. 210-1. La P2 si potrà rimettere 
qaando se ne continui la teoria. Ma le successive deûnizioni non sod- 
disfàno aile leggi délie deûnizioni simboliche. 

Cosi la P3 

tt , V 6 K . MrNV = A . . Nc'w 4- Nc'v = Nc'(w -f- r) 
che ô vera, non si pu6 assamere corne definizîone délia somma di due 
numeri cardinali; perché dovrebbe avère la forma € Somma di due 
nomeri cardinali =» ftinzione nota di essi ». Bisognerebbe ridorla ad 
es. alla forma: 
a , 6 e Ne . . a -+- 6 = 1 2 e [w , t; e Cls . -a ur\v . Nc*tt=a . Ne' i;=6 . Om,©. 

z =» Ne* {u^v)] 
cioè « dicesi somma dei due numeri cardinali a ^ h \\ valore costante 
dell'espressione Nc*(wv^v), ove w e v sono classi qualunque, non aventi 
individui comuni, ed aventi per numeri cardinali rispettivamente a 
e 6 ». 

Parimenti la P7 contiene non solo nel primo membre deiregua- 
glianza, ma anche nel seconde, un segno non note; cosa del reste ben 
avvertita dall'A. in RdM, a. 1894, p. 136. 

In conseguenza, queste P e le successive non possono essere ripor- 
tate nel Formulario, finchè qualcuno non le abbia riordinate, dando 
definizioni puramente simboliche, e non aventi bisogno del linguagglo 
ordinario per essere intese. 

L'ordinamento del migliaio di P contenute nel F porto pure un 
lavoro lungo, che si è dovuto rifare pîù volte. I termini < Aritmetîca, 
Algebra, Teoria dei numeri » , non esprimono punto scLenze con confini 
nettamente definiti. Chi fa cominciare TAlgebra coiruso délie lettere 
chi coi numeri negativi. Da nazione a nazione questi termini cambiano 
affatto signiôcato ; e in una nazi^dne stessa i varii A. attribuiscono loro 
senso différente. Ciô che si chiama < ordine logico » non è spesso che 
una abitudine più o mono in valsa. Per rendere il Formulario indipen- 
dente da ogni arbitrio personale, si sono raggruppate le P a seconda 
dei segni cho le compongono (Fj §2 pag. VIII}. 

I segni si seguono in un ordine taie che ogni segno, eccettuati i 
primitivi, sia definito mediante i precedenti. Ciô non vuol dire che 
ogni segno debba seguire immediatamente quelli mediante cui vien 
definito; cioô questa legge non basta a ordinare tutti i segni. Ad es. 
dopo il gruppo di idée primitive Nq -k (POOl-019) si puô passare, 
come si ô fatto, agli N4(P020) al — (P021), come pure al x (P041), 
ai ••• e 2 (PlOO e segg.), al > (PlôOj, al num (P2(X)); poichè oguuno 
di questi segni è definito mediante i primi. 

Si è cercato di comporre il Formulario in modo che si possa leg- 
gère in tutti gli ordini legittimi, come si scorge dai titoli délie P. 



i 
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La niimerazione délie P che era progressiva, con lacune, nel § 1, 
qui si è fatta parte progressiva^ e parte décimale, il che rende più fa- 
cile Tinterpolazione di formule. Tuttavia essa è ancora incomoda assai 
nei rlmaneggiamenti di formule che si sono dovuti fare; poichô ognuno 
di essi richiede la correzione attenta di tutte le citazioni. In una fu- 
tura pubblicazîone si tentera un sîstema più comodo. 

Le indicazioni storiche sia sulle proposizioni, oome sulle notazioni, 
utili sempre, sono utilissime nel Formulario, perché riposano un po' il 
lettore, e manifestano meglio Timportanza délie proposizioni, e spesso 
il vantaggio délia ideograûa. Ma anch'esse richiedono molto lavoro per 
poter avère un qualche valore. Le indicazioni che trovansi nei libri 
délie generazioni passate, e ancora in qualche libre moderne, seconde 
cui p. e. TAlgebra ô dovuta a Des Cartes, o a Vie te, o ai matematici 
italiani del secolo XIII, o agli arabi, o agli indiani, o ai greci, non 
hanno alcuna precisione. Ne l'ha ad es. l'affermazione più précisa che 
l'uso délie lettere sia dovuto a Vie te, trovandosi esse in Aristotele, e 
di uso comune in Euclide, corne risulta dalle citazioni contenute nel F. 

Ne possono essere utili per noi indicazioni délia forma : « Il segno -h 
è dovuto a Leonardo da Vinci». L'esarae d'una frase siffatta importa 
un lunghissimo lavoro; da cui risulta che efiFettivamente il segno -i- fu 
usato da questo scienziato per indicare la cifra 4; e Tattribuire a questi 
Tuso del segno -h vale quanto attribuirlo al primo abitante délie ca- 
verne che abbia incisa una croce. Simile è la citazione di Widman. 

Le indicazioni poi che portano con precisione il nome dell'Autore, 
e la pagina del libre citato, passando per più mani, a causa degli 
errori materiali accumulati, spesso sono inesatte ; e invano si cerca al 
posto indicato il passe in questione. Altre volte lo si trova, ma ha 
senso ben diverse da quelle che gli attribuiva lo storico. 

In conseguenza si è dovuto rimontare airorigine dei passi citati ; le 
citazioni del F portano le indicazioni précise, in modo che chiunque 
possa facilmente confrontare il libre citato ; e spesso si riporta il passe 
citato. Ciô finchè fu possibile ; perché anche nel F alcune citazioni at- 
tendono di essere meglio precisate. 

Si badi poi che le indicazioni storiche contenute nel F non pre^ 
tendono punto di rimontare alla prima origine délia P in questione ; 
ma solo di indicare un A. ove essa si trova. Une studio ulteriore potrà 
sempre sostituire ad esse altre citazioni relative ad epoca più antica. 
Del reste qui si è fatto uso délie ricerche storiche di M. Marie, M. 
Cantor, di quelle contenute uqW Intermédiaire des MatMmaticiens , ed 
in varii al tri lavori stati menzionati. 

Il Formulario d'Aritmetica, nello stato attuale, contiene già Tana- 
lisi compléta délie idée d'Aritmetica. Ogni segno è posto eguale per 
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definizioney ad un gruppo di simboli precedentemente deflniti; e ci6 
finchô si arriva aile idée primitive. Questa analisi che io ho fatta in 
massima parte nel citato lavoro del 1889, è ciô che differenzia nella 
fbrma e nella sostanza qaesto F dagli altri libri. Âlconi di questi stndii 
già farono introdotti in trattati scolastici, qoali : 

C. BuRALi-FoRTi e A. Ramorino, Aritmetica, Torino 1898 
P. Gazzaniga, Libro di Aritmetica e di Algebra eleraentare, Pa- 
dova, a. 1897 

M. Nassô, Algehra elementare, Torino 1898 

ma le proposizioni, private délia loro forma simbolica perdono assai 
délia loro chîarezza e ragione d'essere; sicchè non sempre il lettore ri- 
mane convinto che questa via sia migliore di altre. Lasciando in di- 
sparte i trattati mal fatti, su cui ben parlô il prof. Ciamberlini al 
Congresso délia Società «Mathesis» (Periodico di Matematica, a. 1898, 
p. 37), molti A. cominciano Taritmetica con definizioni che hanno la 
forma di circoli viziosi. 

Co^ la Df 

«Numerare oggetti significa considerarli come omogenei, insieme 
raccoglierli, e ad essi singoli far corrispondere altri oggetti che si 
considerano anche come omogenei » ; 

traduzione letterale di quella con cui comincia V « Encyklopâdie der 
Mathematischen Wissenschaften, a. 1898, p. 1 », e a cui l'A. si arresta 
dopo Tesame di moite deânizîoni del numéro, non è che un accozza- 
mento di parole. Invero con essa sarebbe definito il « Zahlen » quando 
fossero precedentemente deflniti i termini « gleichartig, ansehen, auf- 
fassen, zuordnen, .... », i quali ad un lettore possono riuscire più com- 
plicati del termine che si vuol deflnire; e ciô si puô dimostrare con 
argomenti tratti dalla fllologia, dalla storia délie civiltà e dalla peda- 
gogia. 

Insomma, trattandosi di termini che si incontrano nel linguaggio 
comune, affinchè una definizlone possa avère un qualche valore, è ne- 
cessario che prima sia costrutta una tabella di parole, délie quali si 
suppone noto il signiflcato, e poi che la definizione, oltre al termine 
che si vuol deflnire, non contenga che termini di quella tabella. Ma 
chi fa, questo lavoro, ricostruisce la Logica matematica. 

L'analisi délie idée d'Aritmetica contenute in F, §2 è Tunica che 
esista attualmente. Per quel gruppo di proposizioni 002*l-'6, che si 
potrebbero chiamare deflnizione del numéro intero positive, usando la 
parola deflnizione in un signiflcato più ampio di quelle dato in Fg§lP7, 
il lavoro più prossimo è quelle del Dedekind, a. 1888, di cui nel For- 
mulario, pag. 3 si sono riportati i passi più importanti, in guisa da 
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formare un testo intelligibile di per sêr. Già vi appare tm principio di 
Logica matematica, coi segni di deduzione e moltiplicazioDe logica fra 
classiy usati sotto forma spéciale. Ma vi maDcano tutti gli altri segni 
di Logica matematica che costitniscono nn'ideografia compléta. 

La compofiizione del mio lavoro a. 1889 fa ancora indipendente dallo 
scritto menzionato del Dedekind; prima délia stampa, ebbi la prova 
morale deirindipendenza délie proposizioni primitive da cui io partivo, 
nella loro coincidenza sostanziale colle deflnizioni del Dedekind. In 
seguito riosoii a dimostrarne Tindîpendenza. 

I cosi detti numeri negatlvi ed i fratti sono définit! corne operazîoni, 
sottrarreedividere; essi rimontano cosi alla più remota antichità, erap- 
presentano bene Fuso che di essi facciamo ; la teoria ne risulta molto 
semplice. Cosi sono considerati in varii trattati, in modo più o meno 
chiaro. 

Altri A. invece nelTlntroduzione di qnesti enti rasentano Tassurdo. 

Invero, avendo ancora la parola < numéro » il significato di « nu- 
méro naturale» o N^, se per 3—5, o per 3/5 si definisce quel numéro 
che sommato con 5, o moltiplîcato per 5, dà 3, si deve rispondere che 
tal numéro non esiste. Ne se ne pu6 ammettere Tesistenza per postu- 
lato, corne alcuno fa, essendo ta! postulato una proposizione falsa. 

Ne vale Tagglungere «esso non esiste; ma per ovyiare a siffatto 
inconveniente, e per la generalità délie operazioni, noi lo creeremo». 
Queste parole, di veste troppo diversa da quella consueta nelle scienze 
matematiche, portano a conchiudere che si pu6 far esistere ci6 che non 
esiste ; e quindi a togliere ogni distinzione fra il si e il no, fra il vero 
e il falso. Queste diffîcoltà in cui si sono imbattuti alcuni Autori credo 
provengano dalla terminologia non précisa, come Tuso non fisso délia 
parola numéro^ che» segulta da aggettivi, acquista un significato più 
ampio. 

II Formulario ha indirizzo puramente scientifico. I risultati nuovi 
contenuti in esso non sono già i teoremi, dovuti ad Autori spesso an- 
tichissimi, ma lo studio délia loro dipendenza ; Taffermazione e la prova 
che una determînata idea si possa, o non si possa deûnire, che una 
data proposizione si possa dimostrare o meno^ e la raccolta délie varie 
definizioni, dimostrazioni e teorie possibili, ô ci6 che contiene di nuovo 
il F ; e alla soluzione di questi problemi è necessaria la Logica mate- 
matica quale qui fu costrutta, o uno strumento equivalenteda costruirsi. 

I risultati che cosi si ottengono sono tanto important! dal lato teo- 
rico quanto la scoperta d'ogni altra verità matematica. Essi sono poi 
direttamente utili alla pratica; perché ô utile, e direi doveroso per gli 
insegnanti il sapere a che punto si è arrivât! con questo strumento 
analitico, ancorchè non lo si voglia introdurre nella scuola. 
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t)el resto (inest'anno mi sono deciso ad introduire il nnovo ï^ neï- 
rinsegnamento snperiore, con ottimi risultati. Ho visto gli alllevi in- 
teressarsi vivamente alla precisione e chiarezza délia scrittura ideogra- 
fica, apprendendola assai plù facilmente di quanto mi sarei immaginato. 
Essi invero per apprendere ciô, hanno dovuto fare molto minor fe- 
tica di quella che dovemmo fare noi. 

Ma si puô tener conto di questi studii anche neirinsegnamento se- 
condario ed elementare, col sopprimere tutte quelle definizioni di nu- 
méro, e di somma, che sono pure parole; questa soppressione, e sem- 
plificazione deirinsegnamento già è stata proposta per ra^ioni didattiche 
da alcuni, eseguîta da lungo tempo da al tri ; pur tuttavia ricompaiono 
in qualche libre. Da alcuni anni meditavo come si potrebbe compilare 
un libre di Aritmetica elementare, che seguisse fedelmente il mio la- 
voro del 1889; mi accorsi che nelle linee generali quésto libre coin- 
cideva goW Aritmetica che il prof. Gerbaldi aveva pubblicato, seguendo 
essenzialmente ragioni didattiche. 

Il Formul. § 2 potrebbe forse essere usato nelle scuole liceali come 
libro di consultazione, quali tavole di logaritmi. A un professore che 
ne manifesté desiderio, ottenni che le copie siano cedute al puro prezzo 
di costo. Credo poi che queste teorie siano già sufficientemente ma- 
ture perché si possa fare un trattato d'Aritmetica e d'Algebra ad uso 
délie scuole secondarie, introducendo e facendo uso costante délia Lo- 
gica matematica. 

Se questo formulario di Aritmetica in una prima lettura si présenta 
come una abbondante raccolta di teoremi, dimostrazioni, teorie e note 
storiche, ogni lettore più attente vi scorgerà lacune numerose e gravi. 

Ad es. mentre di tutti i segni introdotti è data la definizione sim- 
bolica, cosa che non era ancor fatta in F^, le dimostrazioni spesso 
mancano. 

Il colmare queste lacune non spetta a me, editore di questa pubbli- 
cazione, assorte in conseguenza in svariati affari, e desideroso di an- 
dare avanti, onde raccogliere le numerose teorie cui si è già applicato 
lo stesso metodo analitico, ed applicarlo ad altre. Ne spetta ai Colla- 
boratori che volonterosi mi aiutano in questa impresa, ma che sono 
ancora pochi. Spetta invece ai tanti studiosi délia Matematica, che tro- 
vansi dovunque, e numerosi in Italia, i quali potrebbero portare un 
utilissimo contributo al perfezionamento del Formulario. 

Fra le lacune più appariscenti, menzionerô le dimostrazioni aile 
teorie del Dvr (P310) e mit (P320). Queste dimostrazioni sono prege- 
voli alcune per la loro remota antichità, altre, recenti, per la loro sem- 
plicità. 



Le deflnizioni e teoremi sui Dvr e mit si possono estendere ai nvL- 
meri razîonali, corne trovasi ad es, neirAritmetica del Bertrand; questa 
estensione pa6 essere fatta cou cura da qaaiche cooperatore. 

La teoria dei Np (P330 e segg. ) è un aggmppamento di alcone pro- 
posizioni; essa ë quasi eompletamente a scrivere. L'analisi indetermi- 
nata manca. 

La teoria délie operazioni sui numeri espressi in cifj*e, esige la co- 
struzione d'un simbolismo appropriato onde potersi scrivere. Questa 
teoria ë importante sîa per le applicazioni pratiche, che sotto Taspetto 
storico. 

Sui numeri cardinali (P210) non sono raccolte che poche proposi- 
zioni, mentrechè moite più sono note, anche di quelle che possono 
stare in F2§2, cioë che non dipendono dai numeri irrazionali, non 
ancora stampati. Oltre alla ricca bibliografla contenuta in F^VI, si con- 
fronti: Borel, Leçons sur la théorie des fonctions , a. 1898. 

Non sono raccolte le P sui grade e divisibilità dei polinomii, sui 
loro massimo comun divisore, ecc. Qualche cosa è fatta in F^IX; ma 
per sviluppare questa teoria occorrono nuove notazioni; e ritengo che 
per errore esse trovano posto neirinsegnamento secondario. 

Un utile modo di collaborare al Formulario si è di confrontarlo 
con trattati. Si puô usare un trattato qualunque, antico o moderne, e 
sempre un lettore attente scorgc, frammezzo a tante questioni che glÀ 
sono svolte in F, alcune volte anche meglio, délie altre che ii^ F non 
sono sufficientemente trattate. Il confronte con libri antîchi permette 
spesso di aggîungere o modificate indicazioni storiohe. E ritengo utile 
il confronte con qualunque sîasi trattato, poichë, in Italia specialmente, 
le condizioni librarie sono cosl poco âoride, che se un A. si décide a 
pubblicare im libre, le fa per esporre una qualche sua idea originale. 
Spesso perô il libre, migliore degli altri in alcuni punti, ne è inferiore 
in altri, sia perché non havvi autore enciclopedico, sia perché egli si 
stanca durante il lavoro. Ciô non avviene nel F, che non deve ubbidire 
ad alcun programma preâsso, ma pubblica le proposîzioni man mano 
che qualcuiio ad esse si intéressa, le riunisce e le invia per essere 
stampate. 

I varii giornali di Matematica sono pure una miniera di P da ag- 
giungersi al Formulario, perdute frammezzo ad altre che non hanno 
i pregi délia novità e del rigore. 

Sono pure utili le pubblicazioni aventi un indirizzo affine a quelle 
del Formulario; quali: 

LASfCÂ, Sammlun^g von Formeln, Braunschweigy a. 1888-9. 
Hagen, Synopsis der hôheren Mathematik, Berlin, a. 1891-4. 
Pascal, Repertorio di Matematiche superioriy Milano a. 1898^ 
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e VJEncykîopàdie der Mathematùchen WissenscTiafteriy Leipzig a. 1888 
di cui ô ora ascito il 1^ fascicolo. 

Chiunque s'interessi di Matematiche puô collaborare al F, e se prende 
la cosa pel glusto verso, avrà ana buona occasîone di istrozione e di 
vero divertimento. Se si intéressa aile pubblicazioni moderne relative 
ad un ramo della Matematîca, puô tenere al corrente di qaeste il ca- 
pitolo corrispondente del F. Se preferisce i libri antichi, o di altre ci- 
viltà, corne Taraba, regiziana, la ciuese, puô fornire utili citazioni al 
Formolario. Se predilige la âtoria, essa è ancora a scrivere nel F, nella 
massima parte dei casi. Se ama il proprlo insegnamento, e ad easo solo 
si dedica, pnô confrontare la sua lezione col corrispondente Formulario; 
se alcune volte questo contribuirà a perfezîonare la sua lezione, spesso 
essa servira a perfezionare il F, mettendone in miglior ordine le P, 
dandone dimostrazioni mancanti, o semplificandole. Chi ama lo studio 
individuale, senza libri, ha da costrurre intere teorie. Ma il non far 
uso di libri è cosa perîcolosa : credo che dovunque sia possibile il 
procurarsene ; ad ogni modo se qualche lettore trova diffîcoltà puô ri- 
volgersi dîrettamente a me, cbe cercherô di facîlitargli la consulta- 
zione dei libri desiderati. 6ià la RdM possiede una ricca biblioteca di 
libri e giornali, che mette ben volontieri a disposizione dei lettori. 

Finora il Formulario è proceduto avanti senza alcun regolamento. 
Ma, col suo progredire, e col l'aumen tare dei collaboratori, affine di ren- 
dere il F indipendenté, per quanto è possibile, da ogni opinione per- 
sonale, potrà essere utile il seguente: 

SaggiO di Regolamento pel Formulario. 

1. Il Formulario di Matematiche ha per scopo di pubblicare tutte le 

proposizioni, dimostrazioni e teorie, man mano che esse sono 
espresse coi simboli ideograâci della Logica matematica; corne 
pure le indicazioni storiche relative. 

2. Chiunque puô proporre nuove proposizioni, sia isolate che fo]*mantl 

una teoria, per farle inserire dapprima nella RdM, e poi nella suc- 
cessiva edizione del Formulario, sempre col nome del proponente, 
il quale si rende cosl garante deU'esattezza e deirimportanza della 
proposizione. 

3. Le P a inserirsi nel F debbono essere completamente scritte con 

simboli ideografici. L'A. puô usare quelli prima introdotti; ne puô 
introdurre dei nuovi, per esprimere le idée nuove che si inoon- 
trano nella teoria che intrapprende a trattare. In nessun caso puô 
dare ai simboli attuali un signiflcato diverse da quelle che ora 
hanno in F. Chi vuole alterarne il signiflcato, dovrà cambiame^ 
anche leggermente, la forma. 
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4. Ogni proposizione riconosciata iuesatta, qualunqae sîa la causa del- 

l'errore, sarà cancellata; salvo a ristamparla corretta. Una defi- 
nizione che non soddisfi aile leggî délie definizioni simbollche, o 
che non sia intelligiblJe senza Taiuto del linguaggio comune, o dia 
luogo ad ambîgoità, sarà esclusa dal Fonnulario, insieme a tutte 
le P in coi se ne fa uso. 

5. La nota storica d'ogni P indica il più antîco lavoro in oui chi pro- 

pone la nota incontrô la P. Una stessa P paô portare più indicazioni 
storiche, corrispondenti a cîviltà diverse, ovvero ad A. che suc- 
cessivamente la generalizzarono e la perfezionarono. Altrimenti ogni 
citazione annuUa le posteriori. E bene che le citazioni siano tali 
da permettere a chinnque di consnltare facilmente Topera origi- 
nale; i passi citati più important! si possono anche riportare. 

6. Le proposte di modîficare la forma dei simboli, o il loro valore, o 

il loro ordine, pur soddisfacendo alla legge cui quest'ordîne deve 
nbbidire, e tutte quelle proposte che possono contribuire al per- 
fezionamento del F saranno pubblicate nella RdM. 

7. Ogni Collaboratore al F avrà Tabbonamento onorario al tomo délia 

BdM e del F in corso di stampa. Inoltre tante copie del fascicolo 
contenente le P aggiunte, quante sono queste. 

G. Peano. 



Ideografia délie frazioni irridiccibili 

Contrihuto di ALESSANDRO PADOA ottT, § 2 (*). 



Nell'F, § 2 nulla è detto relativamente agli R (numeri ra- 
zionali positivi) îrriducibili; mi propongo di colmare questa 
lacuna. 

Se «acR», io rappresento rispettivamente con «nta» e «dta» 
il numeratore ed il denominatore dell'R irriducibile eguale ad 
a, leggendo rispettivamente le due nuove notazioni «numeratore 
di a» e «denominatore di a» senz'altro, poichè le parole «nu- 
meratore» e «denominatore» non furono adoperate nell'F § 2. 

Definisco le nuove notazioni mediante le P 
400. a £R . 3 (**) 

•1. nta = min (Nj'^ir3[aNj^^(^/2/=a)]! Df 

•2. dta = min jNj0a73[aNj^y3(i//a?=a)]j Df 

cioè: 

•1. il «numeratore di a» è il «minimo numéro (intero e positivo) x taie 
che esiflte un numéro y per cui xly=:a» 

-2. il «denominatore di a» è il «minimo numéro x taie che esiste un 
numéro y per cui y/a:=a». 

Dalle Df enunciate si deducono le P 

•3. nta, dta £N, [P l'S . D- P] 



(*) Formulaire de Mathématiques - Tome II - § 2: Arithmétique par 
G. Peano - Turin, 1898. * 

(**) Aile nuove P aa.scgno provvisoriamcntc numeri progressivi comin- 
ciando dal 400. 

L'Hp «flfiR» si sottintende premessa a ciascuna P del gruppo 400 
cosi neirenunciato simbolico corne in quelle a parole; analogamente per 
i seguenti gruppi di P. 
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•4. dta=nt(/a) 

[x, y«Nj. P64-36. P62-23. D: ylx=:a.=:,xly=:la (1) 

Hp. P64-31. (/a)|a P-1. (1). P-20. Ths] 

•5. nta=dt(/«) K/«)l« P'^- P65-32.D. P] 

•6. nta=min [N.^N.X^] Df? 

[Hp .3. NiXa= X3 [a N^n y?(a;=ya)] (1) 

35>y«NiOî x=:ya.=:. xly=:a (2) 

(1).(2). P-1.3 P] 
•7. dta = min[N,^ N,/a] Df ? 

[ Hp O. NJa = «î[aN,ny9(a? = y/a)] (1) 

a?, yfNi O: » = y la .=. y/o? = a (2) 

(1) . (2) .P20. P ] 
cioè: 

*d. il numeratore ed il denominatore di a sono N, (nuineri intori po- 
sitivi) 

'4. il denominatore di a è il numeratore del reciproco di a 

*5. il numeratore di a è il denominatore del reciproco di a 

'6. il numeratore di a è il minimo N| multiplo di a 

'7. il denominatore di a è il minimo N| multiplo del reciproco di a. 

Le P-6'7 si potrebbero assumere, invece délie P-1-2, quali Df 
délie notazioni «nta» e «dta»; da esse si deducono le P 
•8. nta=iaXdta 

[ Hp . P-7 O. axdta = aXminfNi^NJa] = mint[Ni^Nt/a]Xat = 
min[NiXa^(N4/a)X«] = min[NiXa<>N,] = min[NjnNtXa] (1) 

(1) . P-6 0. P ] 

•9. dto = nta/a [ = (nta)/a] [.=. P-8] 

•10. nta/dta = a [.=. P-8] 

la cui lettura non présenta alcuna 'Mfficoltà. 

Le P'5'8 definiscono» in due modi divers! la notazione «nta» mediante 
la notazione <dta>; analogamente le P'4'9 definiscono ^la notazione «dta» 
mediante la notazione «nta». Si potrebbe quindi far uso soltanto di una 
qualunque délie due notazioni «nta» e «dta». 

Nella P'9 ho avvertito che «nta/a» significa «(nta)/a» e non «nt(a/a), 
nel quai caso non avrei ommesso le parentesi. 

Dalla P'IO risulta che r«R irriducibile eguale ad a* è rap- 
presentato con «nta/dta». 

Si noti che non si potrebbe rappresen tare r«R irriducibile eguale ad a» 
anteponendo ad «a» un qualche simbolo funzionale, ad es. «irr» , scrivendo 
ad es. «2/3 = irr(4/6)» , invece di «2/3 è l'R irriducibile eguale a 4/6»; e 
cio perché, essendo «4/6 = 2/3», dalla F, § 1 P83 lx=:y . y=z .3. x=:z] si 
dedurrebbe «4/6 = irr (4/6)» , contraddicendo la supposta Df délia notazione 
«irr a». 
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Sî noti ancora la P 
•11. D (nia y dta)= 1 

[Xf y, z «N| . nta ^ xy . dta = acz O- (1) • (2) 

P-10 . P62-3 O. a = nto/dta = xyjxz = y/^ (1) 

P-1. P220-2'. (1) O- »yâ/ O- x^^ O. fic = 1 (2) 

(2) O. N,wî [nta, dtofiNiX»] = «1 (3) 

(3) . P220-3 . P311-2 O. P] 

cioè: il massimo comun divisore del numeratore e del denominatore di a è 1; 
OYvero [P310*l Note]: il numeratore ed il denominatore di a sono primi tra 
loro. 

Il procedimento pratico per la determinazione di «nta» e 
«dta» è indicato dalle P401-1-2 
401. a, 6£N, .3- 

•1. nt(a/ft) = a/D(a , 6) 

[Hp. X = nt(a/6) . y = dt(a/6) O- (1).(2) 
P400-310 O. ac, y«Nj . x/y = a/6 . P62-2 O- bx =z ay (1) 
P311-6 . (l).D.«XD(a, 6) = D{ax, bx) = D(ax, ay) = aXD(a?, y) (2) 
(2) 400-11 .D. 2CXD(a, 6) = a O. se = a/D(a, b) O. P] 

•2. dt(a/6) = b/D{a , ft) 

[(a, 6)1(6, a) P- 1 . P62-23. P311-3. P400-4 .3. P] 
owero: [P400-9. PI. P62-24-3 .3. dt{a/6) = [a/D(a, 6)]/(a/6) = a6/aD(a, 6) 
= 6/D(a, 6)]. 
cioè: 

il numeratore ed il denominatore di a/6 si ottengono dividende rispetti- 
vamente a e 6 per il massimo loro comun divisore. 

Dalle P. 1 . 2 si deduce la P 

•3. D(a , 6) = 1 . = . a = iit(a/6).=. b = dt(a/6) [Pi-2 .D- PI 

cioè: dire che a e 6 sono primi fra loro équivale a dire che a è il nume- 
ratore di a/6 ed équivale a dire che 6 è il denominatore di a/6. 

Perclô raflfermazione «a/6 è un R irriducibile» si puô rap- 
presentare indifferentemente con Tuna o con Taltra délie for- 
mole €D{a , 6) = 1» , «a = nt(a/6> , «6 = dt(a/6)» . 

Si noti che non si potrebbe rappresentare con un nuovo simbolo, ad 
es. «Ri», la «classe dégli R irriducibili» , scrivendo ad es. «2/3£Ri» invece 
di «2/3 è un R irriducibile» ; e ciô perché, essendo «4/6 =z 2/3» , dalla F, § 1 
P84 [oeK . xea . x := y .U* y^^^] si dedurrebbe «4/6f Ri» , contraddicendo la 
supposta Df del simbolo *Ri»{ ). 



(*) La stessa osservazione trovasi nelV Introduction au Formulaire de 
Mathématiques - Turin, 1894 - pag. 49. 
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Ad esempio 

•4. a = nt [a/(a+Vj\ [P-3 . P313-3 o . P] 

•5. 2a— 1 = nt[(2a-l)/(2a+l)J [P-3 . P(*) O- P] 

cioè: a/(a+l) e (2a — l)/(2a+l) sono R irriducibili. 

Dalle P'1-2 si deducono anche le P 

•6. nt(a/6) = m(a, 6)/6 [P323-2 . P62-2 . Pi O- 

•7. dt(a/6) = m(a, h)/a [ • » P-2 o. P] 

cioè: il numeratore ed il denominatore di ajb si ottengono dividendo ri- 
spettivamente per h e per a il loro minimo comane multiplo. 

Altri esempi d'applicazione délie P400*l-2 sono le P 
402-1. a£2N, . 682Nj+l • «>& O- nt[(a+&)/(a-6)] = 

nt(a/6)+dt(a/6) 

•2. » .3-d*ï(^+&)/(^-&)] = 

nt(a/&)-dt(a/&) 
•3. a, 6£2N,+1 . a>h Q. 2xnt[(a+&)/(a-&)] = 

nt(a/&)+dt(a/&) 
•4. . Q. 2xdt[(a+&)/(a-&)J = 

nt(a/&)-dt(a/&) 

Dem P-1. Hp. P4011 . P(**) O. nt[(a-f6)/(a-&)] = (a+6)/D(a, 6) (1) 

(1) . P6210 . P4011-2 O. P 
Dem P-2. Hp. P401-2 . P(**) O. dt[(a+6)/a~ 6)] = (a-6)/D(a, h) (1) 

(1) . P67'3 . P4011-2 O. P 
Dem P-3. Hp. P401-1 . P(*»*) .3. nt[(a+6)/(a-6)] = (a-fô)/2xD(a, 6) (1) 

(1) . P62.10 . P4011-2 O. P 
Dem P-4. Hp. P401-2 • P(**») .3. dt[(a-f6)/(a-6)] =: (a— 6)/2xD(a, 6) (1) 

(1) . P67-3 . P4011-2 .3. P 

Un'applicazlone più importante délie P401'1'2 si ha nelle P 
403 . asB, . meNj r^. 
•1. nt(a**) = (nta)** 

(Hp. a; = nta . y = dta .3. (1) . (2) 

P40010 .3. x\y^a. P96-5 . .3. a?»» /yw =a»» (1) 

(1) . P400-3 . P401-1 .3. nt(a»» ) = «^ / D(a;w , y^ )• (2) 

P400-311 . P313-6 . (2) .3. P] 



(*) La P ûwNi .3. D(2a— 1, 2a+l) = 1 si trovava nelle bozze 

deirr, § 2 ed andô perduta neirimpaginazione. 

(**) (***) Si trovavano pure nelle bozze dell'F, § 2 ed andarono perdute 
neirimpaginazione le P 

(**) afi2Ni . 6fi2N,+l . o>h .3. D(a-|-ô,a— 6) = T>{ajb) 

(♦**) a,6£2Nj+l . a>6 .3. D(a+6,a— 6) = 2xD(a,6). 
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•2. dt(0 = (dtar 

[ Hp. P400-9 O. dt(aw ) = [nt(aw )]/a'» . PI O. 

(nta)»» /a»» . P96-5 O. [(nta)/a]»» . P400'9 O- P] 
owero: [ Hp. P400-4 O. dt(a»» )= nt[/(a»»» )] . P96'4 O. dt(a»» ) = 

nt[(/a)w ] . P-l O- dt(aw ) = [nK/a)]»» . P400-4 O* P ] 
cioè: il numeratore ed il denominatore délia potenza m-eslma di a sono 
le potenze m-esime, rispettivamente, del numeratore e dol denominat. di a. 

Sono pur degne di nota le P 

404 . a, fteR .3. 

•1. (a+&)sN, O- dta = dtô 

[Hp. X = nta . y = dta . w = ntô . i; = dtô .3- (l)-(5). 

P40010 .D. xjy^a. ufv = 6 (1) 

(1) . P400-3 . P62-11 .3. a+b = (xv^yu)iyv (2) 

Hp. (2) .3. (a?i;+yw)£Nii^y (3) 

(3) . P400-3 . P45-3-5..D. xvB^iy . yus^(o (4) 

(4) . P400-3 . P40011 .3. w£N,y . yeN,i; . P400-3 O. y = y (5J 

(5) O-P ] 

•2. (a— 6)£N, Ô. dta = dtô [(— 1+) Dem P-1] 

cioè : se la somma la differonza di due R è un N|, allora quel due R 
hanno lo stesso denominatore. 

Dalle P404 si deducono le P 

405 . aeR . mcN, .3- 
•1. dt(m4-a) =^ dta 

[ Hp .D. (w+ûf)fR . [(w+o)— a]£N, (1) 

(1) . P404-2 .3. P ] 

•2. m>a .3- dt(m— a) = dta 

[ Hp .3. (m— a)fR . [(m— a)-|-a]fN, (1) 

(1) . P4041 .3. P ]. 
Agosto, 1898. 



ALE8SANDR0 PaDOA. 
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E. ScHRôDER. Ueher Pasigraphie, ihren gegenioàrtigen Stand 
und die pasigraphische Beioegung in Italien. 

Verhandlungen des ersten internationalen Mathematiker-Kongresses in 
Zurich vom 9 bis 11 August 1897. 

« Nella discussîone di un Congresso matematico internazio- 
nale tema importantissimo è quelle délia Pasigrafia, ed îo sono 
persuaso che il medesimo più non sparirà dall'ordine del giorno 
dei futuri congressi. » 

Cosl comincia il discorso detto, al Congresso matematico 
internazionale tenuto a Zurigo Tanno scorso, dal prof. Schrôder, 
ai cui lavori la logica matematica è débitrice di tanti progressi. 

Accennato rapidamente a Descartes e Leibniz, TA. passa ad 
esporre i principii di questa scienza. 

L'A. introduce 18 segni che, dice, formano il complète si- 
stema di notazione délia générale Pasigrafla, e che riduce a 
cinque catégorie. Li paragona con quelli usati nel « Formula- 
rio di matematiche » e nei lavori di più Autori italiani; me- 
diante essi deflnisce le classi, il numéro, Tinflnito, la funzione, e 
cosl via. 

Applica la sua Pasigrafla aile relazioni di parentela. Parla 
degli attuali cultori délia logica matematica, del Macfarlane, di 
origine inglese, del Peirce in America; e soggiunge che flno 
ora gli scopi délia Pasigrafla solo in Italia hanno trovato ze- 
lanti promotori. Délie cortesi espressioni rivolte dal nostro A. 
agli Italiani che coltivano la logica matematica, questi gli sa- 
ranno certo grati, tantopiù che presse nei questi studii non 
sono ancora da moite persone apprczzati come si meritano. 

Date cosl un cenno generico del lavoro dello S., non sarà 
inutile il ricordare che le opinioni dei varii cultori di questa 
scienza che ora è in rapida via di formazione, sono ancora spesso 
diverse. 
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Dei tomi I e II délia grande opéra dello Schrôder, Algébra 
der Logihy già si è parlato in questo giornale, a. 1891, p. 164-170. 

Afferro Toccasione portami dall'A. onde passare all'esame 
minuto dî due soli punti controversi di esso, cioè: 

1. La corrispondenza fra i simboli del nostro A., e quelli 
del Formulario. 

2. Le catégorie, o idée primitive délia logica matematica. 
In questo esame confronterô il lavoro dello S. col Formu- 
lario Fg § 1, il quale appunto uscl stampato al Congresso di 
Zurigo, ove lo Sch5der tenue la sua applaudita conferenza. 

1. 

Il confronte fra i simboli dello Schr5der e queUi del For- 
mulario è faciUtato dalla corrispondenza seguente che stabilisée 

lo Schrôder: 

SchrOder 1 + • -2 I7"â ^ 

Formulario A V ^ ^ ^' ^ ^a e^ 

(Mi permette di dare la forma ^ ad un segno spéciale dello 
S. che risulta dalla sovrapposizione del segno = e del segno 
<; curvato) 

Quindi a primo aspetto parrebbe che si puô passare dalle 
formule scritte col sistema dello S. a quelle del F. sostituendo 
ai segni dell'una série i corrispondenti dell'altra; in conseguenza 
la differenza fra le due teorie sia solo neUa forma dei segni ; e 
per adottare Tuna forma ovvero Taltra si debbano seguire sole 
ragioni tipografiche. 

La cosa invece è ben diversa. 

Invero il nostro A., oltre agli 8 già citati usa ancora i segni 
0' 1' w w i ; e altri. D'altra parte nel Formul. Introduction, 

tomo I e tomo II si sono studiate successivamente le proprietà 
espresse da più altri simboli. Cosl si scorge che in F, § 2 (Arit- 
metica) non si fa uso dei segni di logica A V ^' ^' ! i^i'^^ce 
si usano i segni Cls, 3, a, i, ?, f, j, |, Sim, rcp. Di questi segni 
non è stabilita la corrispondenza fra le due ideografle. 

Ma anche la corrispondenza fra i primi 8 segni è solo ap- 
prossimata, non esatta. I simboli corrispondenti dello S. e del F. 
hanno un campo di validità. différente, corne risulterà dall'esame 
che segue per alcuni di essi. 
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Lo S. fa corrîspondere al segno ^ i due segni £ e 3 ^^1 ^• 
Ora î segni £ e 3 esprimono idée differenti. Ciô si puô rico- 
noscere col linguaggio ordinario, poichè altro è affermare 

X è nn a {x s a) 

altro è a? è una classe contenuta in a (^ ]3 cC)- 

Ma il miglior modo di far riconoscere la diversità di due 
idée si è di far vedere che esse hanno proprietà diiferenti. 

Consideriamo perciô il sillogîsmo. 
(F, §1 P25) afi s Cls. a^b . xea Q. xEb 

« Siano a e ft délie classi; se ogni a è ft, e se a? è un a, 
allora a? è un 6. » 

Se al posto di xea si legge x^a, e si aggiunge la condi- 
zione xe Cls, si ottiene ancora una forma esatta di sillogismo 

a,bfX 8 Cls . a^b . x'^a .3- ^ID^ 
che, con uno scambio di lettere, diventa la P26. 

Ma si trova invece una forma falsa, se al posto di a^b si 
legge aeb. Poichè dalle ipotesi aeb . bec non si deduce punto 
aec, come si riconosce da esempi. 

L'esempio classico è il soflsma : « Pietro e Paolo erano apo- 
stoli ; ma gli apostoli erano dodici : dunque Pietro e Paolo erano 
dodici. » 

Nella frase « gli apostoli sono dodici » il verbo * sono > 
non corrisponde al segno 3 '^cU'ideografia, cioè esso non vale 
« (apostoli)3(12)», ma bensi al segno e, e si puô trasformare 
in «(apostolo)£(classe di 12 persone). » Già i Logici hanno di- 
stinto î due signiflcati del termine « essere » , chiamandoli « sen- 
sus compositi » e « sensus divisi » , corrispondenti ai segni £ e 3 
del Formulario. 

Sotto forma più matematica (V. F,, § 16), dalle ipotesi 

« 5 8 (numéro primo) » 

« (numéro primo) e (classe di inflniti numeri) » , 
non dedurrô « 5 è una classe di inflniti numeri ». 

Bensi (F, § 1 P470), dalle ipotesi aeb . bec si puô dedurre 
ae s/c ; ad es. dalle ipotesi 

« a è un punto délia retta b . b è una retta del fascio c » non 
dedurrô a è una retta del fascio c » , ma bensi « a è un punto 
del piano del fascio c. 
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Un'altra formula in oui non è permesso di sostituire al se- 
gno a il segno 3 * ^ PX04 

as Cls .3- ^fi*^ •==• ^^i^^^ 
che esprime la proprietà commutativa dei segni - ed 6. 

Invece non sussiste la commutatività dei segni - e '^. In- 
vero « a? è un non a » vale evidentemeute « œ non è un a » ; 
ma « ogni a è un ft » non vale « non ogni a è un 6 » . 

Ad es. « i numeri primi non sono tutti dispari » , vera perché 
2 e Np, non équivale alla falsa « i numeri primi sono tutti pari. » 

Una terza proprietà che differenzîa i segni e e 3 * espressa 
dalla P202 a fi e Cls .'^: {œsa)J[xeb) .=. œe {cujb) 
che esprime la proprietà distributiva dei segno œe rispetto al 
segno w. « Dire che a? è un a, owero dire che a? è un &, équi- 
vale a dire che a? è un a o b. » Essa cessa di sussistere se al 

posto di £ si legge ]3î ^^^^ ^^ (^3^W^3^) ®^ deduce x"^ 
{aj)\ come afferma la P228, dovuta al Me CoU; ma non vice- 
versa. Cosi è vero « ogni numéro quadrato è o un multiple di 3, 
un multiple di 3 più 1 » N^" 3 3NgM(3N^+l); naa è falso che 
« ogni quadrato sîa un multiple di 3 » , o « che ogni quadrato 
sia un multiple di 3 più une. » 

Un'altra proprietà che distingue gli stessi segni è la P401. 
Dal fatto che « a? è un a » {œea) si deduce « esistono degli a. » 
Ma dal fatto che « ogni a è 6 » (^]3&), non si puô dedurre che 
esistano dei b, salvo quando ci siamo prima assicurati dell'esi- 
stenza degli a (P402). 

E cosi via. Perô le idée rappresentate dai segni e e 3> 
quantunque dîstinte, sono legate da più relazioni. Notevole è 
quella espressa dalla P422. 

In conseguenza chi confonde e rappresenta con un sol segno 
le due idée espresse dai segni a e 3 ^^^ Formulario, non po. 
trà costrurre ne una ideografia, ne un calculus ratiocinator. 
Non potrà costrurre una ideografia, perché il lettore vedendo 
quel segno, non puô distinguere se esso abbia il valore dell'fi 
dei ]3* N^^ P^^ costrurre un algoritmo di ragionamento, 
perché le identità dei Formulario, tutte vere come sono scritte, 
diventano inesatte sostituendo l'un segno all'altro ; e perciô dî- 
ventano false, dovendosi dichiarare falsa una proposizione quando 
patisce un case d'eccezione. 



Lo stesso segno ^ dello S. fra proposizîonî, non ha il valorô 
del segno 3 ^®1 ^' lûvero S. pone il segno ^ fra proposizioni 
catégorielle non contenenti lettere variabili, mentrechè in F, §1 P5 
il segno 3 ^ introdotto fra proposizioni contenenti lettere va- 
riabili, e porta degli indici espressi o sottintesi. 

Analogamente si puô rilevare la non identità deî segni JS 
e jCr di S. coi w* e '^^ di F, poichè i primi port»no indici varia- 
bili, ed i secondi no, e cosi via. 

2. 

Più importante è il seconde punto, perché qui ragioneremo 
su formole. 

L'A. parte da 5 « Urbegriffe » o « Catégorie » seconde Ari- 
stotele e £[ant, che indica coi segni 
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e mediante cui deflnisce gli altri segni. Un lavoro analogo di 

riduzione deUe idée di logica in primitive e derivate, è fatto in 

F, § 1, ove si danno corne idée primitive, spiegate col linguag- 

gio ordlnario quelle espresse dalle Pl,2,3,4,5,6,7,70,100, mentre 

di tutte le altre si dà la deflnizione simbolica. 

Ho osservato perô (F^ pag. 50, e F, § 1 pag. 28) che questa 

distinzione délie idée in primitive e derivate ha dell'arbitrario; 
che in più modi è possibile costituire un sistema di idée pri- 
mitive, e ne diedi qualche cenno nelle note. Quindi parmi inté- 
ressante l'esaminare corne lo S. abbia^trattato la stessa questione. 
Lo S. partendo da 5 sole catégorie, pare abbia fatto una ri- 
duzione ulteriore. Ma, come egli osserva (pag. 149) « le nostre 
Catégorie non fanno ancora Tintero sistema dei segni fonda- 

mentali », e menziona fra questi le parentesi. Anche le lettere 
variabili a,6,c,.... sono dei segni. Quindi aggiungendo aile 5 ca- 
tégorie le convenzioni sulle parentesi, e sulle lettere variabili, 
espresse rispettivamente dalle P3 e 4 del F, si hanno già al- 
meno 7 segni che non possono essere deflniti. Anche la parola 
« Deflnizione > o il simbolo Df. espresso dalla P7 del F, non 
puô essere evidentemente deflnito. 

Inoltre lo S. considéra come rappresentantî d'una stessa idea 
i segni = e T, come pure i segni . e 27. Ora i segni = e T 
dello S. non sono equivalenti, nel senso cioè che si possano so- 
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stituire Tuno all'altro in ogni formola, corne due forme tipogra- 
flche d'uno stesso segno. Quindi finchè TA. non dà la deflnizione 
simbolica del segno V mediante 1'=, e del segno 71 mediante 
il punto, noi dobbiamo apprendere dalle spiegazioni date col 
linguaggio ordinario il loro valore. 

In conseguenza le idée che non si possono definire simboli- 
camente, nella teoria dello S. sono in numéro non minore di 10. 

Sulla scelta e valore di queste idée primitive nulla c'è ad 
osservare, essendo ogni A. libero di partire dal gruppo che 
più gli soddisfa. Vediamo invece come lo S. definisca gli altrî 
segni. 

La prima deflnizione dello S. è 

= a . a 

la quale valendosi délia corrispondenza che Egli stabilisée, si 
trasforma coi simboli del F, in y\=i:a-a, la quale nel F, § 1 
è preceduto dairHp. ae Cls, sicchè ha la forma: 
321. ae Cls .3- ^^ = A 

« Essendo a una classe, la classe degli a e dei non a è nulla. » 

Un'Hp, come la aeCls è necessaria. Invero, siccome nel F il 
segno - accompagna solo una classe, o una proposizione, o una 
relazione, se nella formula aMi=/\ al posto di a mette una 
cosa che non sia ne una classe, ne una proposizione, ne una 
relazione, -a non ha alcun signiflcato, e quindi la proposizione 
a^^a =/\ è priva di senso. 

Ne vale il rispondere che, essendo a un oggetto qualunque, 
con -a si intende Tinsieme degli oggetti diversi da a, classe che 
in F è indicata con -^n. Ma chi pone -a = -ea, ne dedurrà 
(P106) a=taj e dalla P422, œea ,=. ix'^a, dedurrô xea .=. œ'^a, 
identità che non sussiste avendo già fatta rilevare la differenza 
dei segni s e ]3- ^^ essendo a una classe, -a acquista due si- 
gniflcati celasse formata dagli individui che non sono a », e 
€ classi diverse dalla classe a. » 

Adunque, essendo necessaria THp. aeCls, per poter leggere 
la P321, è necessario che il lettore conosca già il valore dei 
segni £, Cls, [^^ «-fflne di poter leggere la prima proposizione 
dello S., sicchè il numéro délie idée primitive va rapidamente 
aumentando. 
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Ma anche ammesso che si possa trascurare rHp. aeCls, la P 
dello S. non puô essere assunta per Df. Invero la logica natu- 
rale non puô essere soddisfatta dalla Df. 

= oMi « diciamo nulla Va non a » 

Ed esaminandola coi criterii délia logica matematica, se ne 
vede la ragione in ciô che essa non è omogenea, poichè l'un 
membre è un simbolo costante 0, e Taltro è una funzione di 
una variabile a. 

La def. che si vuol dare è questa; 
« chiamiamo nulla il valor costante dell'espressione a^^a, ove a 
rappresenta una classe qualunque >, e ciô è espresso dalla F, §1 

P435 A^^^ X3{aeCls .^a- ^ï-<^ = ^) 

la quale ha î caratteri d'una deflnizione. Ma non avendo lo S. 
a sua disposizione nessuno dei segni i 3 s Gis 3> ^^^ * ^^ 
caso di poterla enunciare. 

Cosi ho numerate 15 idée che si debbono premettere afiBnchè 
la prima def. data dallo S. abbia i caratteri d'una deflnizione 
simbolica. 

G. Peano. 



A treatise on Universal Algebra, xoith applications. - By Alfred 
NoRTH Whitehead, volumc I, Cambridge, at the Univer- 
sity Press, 1898. - Pag. XXVI + 586. 

L' Au tore si prefigge in ques t'opéra lo scopo di trattare, collegandoli in 
un tutto organico, i vari sistcmi di calcolo simbolico. 

Il I volume, tratta deiralgebra della logica simbolica, dei principi ge- 
nerali deiraddizione e di una teoria délie moltiplicità di posizione {positio- 
nal manifold), dei principi dei calcolo dell'estensione {Ausdehnungslehre^ 
di Grassmann); della loro applicazione alla teoria délie forze, alla geome- 
tria non Euclidea, ed allô spazio ordinario Euclideo a tre dimensioni. 

Pel II volume, non ancor pubblicato, l'A. promette un confronto par- 
ti colareggiato della struttura simbolica délie varie algèbre, ed una tratta- 
zionc dei quaternioni, délie matrici e della teoria générale délie algèbre 
lineari. 

L'A. si è accinto a scrivere quest'opera fino dal 1890; perô le sue oc- 
cupazioni non gli hanno permesso di poter compiere uno studio completo 
ed esauriente délie moite questioni di logica e di matematica da lui trattate, 
come Egli afferma (pag. X) e come dei reste risulta évidente al lettore. 

L'A. si è ispirato ai lavori di Mill, Jevons, Lotze, Bradley sulla logica 
pura; per la parte matematica l'A. ha seguito Hamilton e sopratutto l'Aus- 
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4ehiiungslehre del 1862 di Grassmann ; nello sviluppo delû geoinetria non 
Ëuclidea TA. ha consul tato î lavori di Cayley, Klein e Clifford; e finalmente 
nella teorla dei sistemi di forze, R. S. Bail e Lindemann. 

Le brevi notizie che precedono suiropera del Whitefaead sono estratte 
dalla sua prefazione; esse bastano a dare un' idea délie question! da lui 
trattate. Aggiungerô soltanto che Taccuratezza e Teleganza deiredizione 
unitamente alla diligenza délia correzione tipografica contribuiscono a far 
risaltare le doti e i pregi del lavoro. 

Ci limiteremo in questa recensione ad analizzare il libro secondo del 
I volume, di 84 pag., poichè esso è dedicato airalgebra délia logica simbo- 
lica. Ne faremo un minuto esame, confrontandolo col FormiUaire de Ma- 
thématiques^ § 1, t. 2, che indicheremo in seguito colla lettera F. 

Un cenno storico chiude il libro: in esso TA. menziona i lavori che 
hanno scritto su questo soggetto Boole, Venu, Schrôder, Me Coll, e pochi 
altri. Evidentemente la bibliografia deU'A. non è compléta: egli non men- 
ziona gli importanti lavori di Leibniz, il quale ha messo le vere bas! di 
questa nuova scienza, quelli di Lambert, e per parlare dei più recenti, i 
lavori del Frege e quelli di numerosi autori italiani. Cosl ad esempio, egli 
attribuisce (pag. 115) al Jevons (a. 1864) Vaddizione logica, la quale corne 
è attualmente considerata è stata introdotta da Leibniz. (F, P204:). 

Nel primo capitolo TA. comincia col dire: 

« Let a, b, c,,, be terms representing éléments of the algebraic mani- 
fold of this algebra. » 

Che cosa sia il manifold TA. spiega a pag. 12 in forma poco chiara: 
perô per le proprie ta formali che seguono, noi possiamo ritenerlo équivalente 
airidea rappresentata dal termine « Classe » del F. 

Dopo di ciô introduce subito Taddizione, c Telemento nullo», la mol- 
tîplicazione, r« uni verse» ed il « Supplementary Elément >», che indica rl- 
spettivamente con 

a+ô, 0, aby i, a 
che equivalgono a 

aJby /\, aby V> -«» del F, 
limitatamente aile classi, perche soltanto nel capitolo V ne dà, côme ve- 
dremo, l'interpretazione proposizionale. 

Le sue proposizioni sono scritte in simboli solo parzialmente dovendo 
egli indicare col linguaggio ordinario le idée si deduce 0)> c* o, non (n, 
w, -) fra proposizioni, e quello che più importa, il significato délie lettere, 
che in F è scritto: a,b,c, s Cls. 

Riempiendo per quanto si pu6 queste lacune, possiamo stabilire la cor- 
rispondenza tra le proposizioni deirA. e quelle del F. 

Dopo aver enunciato le P206,206,204 del F, rA.[§23,(3)] dà la defini- 

zione deir« elemento » nullo: 

a+0 = a 

Ora questa proposizione coïncide colla P440 del F, salvo sempre il si- 
gnificato délia lettera a, che TA esprime col linguaggio ordinario montre 
in F essa è scritta completamente in simboli: 

a 6 Cls .3' ^ï^A ^^ ^ 
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Perô qnesta proposizione esprime una importante proprietà del segno A, 
ma non si pa6 assumere corne nna definizione simbolica, non avendo la 
fonna: 

/\ = espressione nota. 

Se noi vogliamo scrivere completamente in simboli la deânizione del 
8egno /\y occorre scrivere: 

/\ = I Cls n X9(a€ Cls .3». aux = a) Df. 

Dicesi « nulla » qnella Classe x taie che, comunque si prenda la Classe a, 
sempre si ha ; aux = a. 

Ma TA. non è in grado di scrivere questa definizione mancando a lui 
i segni 1, 1, s, s, ed inoltre Tuso degli indici al segno 3« 

In segoito l'A. enuncîa le P216,217 ,43,14' ,42,220 del F: dopo di chein- 
troduce Tidea deir < Uni verse » . La sna definizione, présenta gli stessi in- 
convenienti di qnella dell'elemento nnllo. 

L'A. dà poi a parole la definizione del snpplemento di un elemento a, 
(-a), espressa completamente in simboli dalla P433 del F. 

Le proposizioni ora ricordate sono dimostrate senza alcun cenno di di- 
mostrazione: le successive sono dimostrate servendosi délie formole colle- 
gate col linguaggio ordinario, non avendo TA. un simbolismo atto a ciô. 

La sua proposizione I coïncide colla P224 del F; perô TA. non Teunncia 
in simboli, mancandogli la moltiplicazione logica fra proposizioni (F, P6) e 
la deduzione (F, P5). 

Tralascieremo di ricordare le proposizioni deirA. espresse completa- 
mente col linguaggio ordinario perché mal si potrebbe affermarne la corri- 
spondenza con quelle del F. Ciô premesso, possiamo affermare che tutte le 
proposizioni deirA., già si trovano nel F, eccetto alcune poche che indiche- 
remo. 

Si ha quindi la corrispondenza tra il 
Cor. II, Cor. IV, Prop. H,' Prop. m, Prop. IV, Prop.V, Prop.VI, deir A. colle 
P113, 106, 222, 439, 342, 274, 261,262 del F. 

Il § 24 (pag. 37) del libre è dedicato fdla reciprocità fra l'addizione e 
la moltiplicazione dovuta a Peirce ed a SchrÔder (F, pag. 42). 

La proposizione VU dell'A. (pag. 40) si puô enunciare cosi: 

a,b,c 6 Cls .3' àb = ac .=. a-6 = a-c 

Non essendo contenuta nel F, sarebbe utile che essa vi fosse inserita. 

La prop. VIII è una combinazione deUe P62,212,324 del F. 

La prop. IX è pure ' conseguenza immediata délia P62 del F. 

La prop. X coïncide colla P274 del F. 

L'A. introduce quindi (pag. 42) il slmbolo di Schrdder, che corrisponde 
al slmbolo O) del F, e ne dà le principali proprietà : ecco la corrisp. tra le 
Prop. XI, Xn, Xin, XIV, XV,, XX deirA, ele 
P52,23,219 26 16 34,209 111 ' 230 del F. 

Le PXVI— XIX deirA. sono semplici applicazioni délie leggi di semplifi- 
cazione e inversione. 

Mancano nel F le prop. XXI, XXII : esse si possono scrivere : 
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afi,c,d a Cls .3 c 3 aoJbc O* c D au6 

(asjc) {bud) ZD « -D» abZ)e; 

Ma a causa délia loro semplicità (essendo conseguenza immediata délie 
P24,213, dovute a Leibniz) non sembra utile aggiungerle nel F. 

Nel capitolo II (pag. 45) l'A. si occupa dello sviluppo délie fanzioni lo- 
giche, teoria questa non ancora ridotta da alcuno^ completamente in simboli. 

Le principali proposizioni di questo capitolo sono già contenute nel F : 
esse sono le P276 ,270,272,271, 273 e poche altre. 

Nel capitolo lU TA. tratta délie « Espressioni esistenziali » . 

L*A. vuole scrivere la proposizione ga (F,P400). Egli, seguendo il Boole, 
non rileva che questa proposizione non ë altro che la negativa délia a=y\, 
e che quindi si esprime per mezzo dei simboli già introdotti, cioë: 

~(a = 0) dell'A., e a-=A, del F. 

In conseguenza introduce nuovâ simboli e li esprime ora con o^\ ora 
con oT/i, ora con lettere umbrali, cioè a,/î,.... significano rispettivamente 
aa, 36,.... e per questa via TA. si trova aile prese con calcoli estrema- 
mente intricati e di nessun vantaggio. 

La mancanza di ogni relazione simbolica dl questi nuovi segni coi pré- 
cèdent!, ne rende diflBcile la lettura. 

Nel capitolo IV TA. applica il simbolismo introdotto alla rappresentazione 
délie forme tradizionali del sillogismo. 

Il capitolo V ed ultimo del libro contiene Tinterpretazione proposizio- 
nale délie formole scritte nei capitoli précèdent!. L'A. fa vedere che i segni 
n, w, -, V» A> 3» si possono pure interpretare quando le lettere a, b, c,.. 
rappresentino délie proposizioni. 

Perô egli non fa rilevare la relazione che passa tra la doppia interpre- 
tazione di questi simboli secondo che sono usati tra classi tra proposizioni; 
Manca cioè l'équivalente délie prop. seguenti di F: 

a,bs Cls .3» 

14. oss ab .=. xsa . xsb Df. 

202. xs aJb .=. ocBa .w. Xib Df. 

103. xB-a .=. "{xsa) 'Di, 

12. a^y) .^: XEa .3^. oosb Df. 

300'. a=/\ .=: xta .=a; A ^^' 

le quali legano la doppia interpretazione di questi simboli. 

E, quello che più importa, mancano gli indici al segno 3> cosicchè la 
parola « si deduce » O) risulta indetorminata, e nelle applicazloni produce 
délie ambiguità, che l'A. non trova perché qui termina la sua trattazione. 
Molto important! sono gli studi geometrici dell'A. contenuti nei libr! 
successivi, in eu! sono sviluppate specialmento le idée di Grassmann: e noi 
1! raccomandiamo vivamente ai lettori. Di essi perô menzioneremo soltanto 
le dimostrazioni dei teoremi classici sullo superficie fatte colla teoria dei 
vettori, avvicinandosi aile idée già esposte dal prof. Burali-Forti nella sua 
Introduction à la Géométrie différentielle; poichè l'indole délia Rivista ci 
obbliga a limitarci agli argomenti concernent! lo sviluppo délia logica ma- 
tematica. 

G. Vacoa. 
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NOTE DI LOGICA MATEJIATICA 
^y^^ Wx^î/Sj^^fs^nii ed aggiiinte a F,§1 propostf^ da 

JuN 6 1 

^ — '■ — -"^'^ Cap. I. — « è 

In parecchie dimostrazioni di F,§2 (iiicominciando dalla prima, 
quella délia POOS'l) è tatto uso tacito délia F 

(a). No S Cls 

che nel §2 non è enunclata e nel quale bisognerebbe inserirla. 

Perô, uello stato attuale del Fornndah'ej la P (a) (la quale 
costituisce Panello di congiunzione tra il §1, che è uua teoria 
délie « Cls » (*), ed il §2, che incomincia con la teoria degli 
« N„ » ) non puô essere dimostrata ; non puô, cioè, essere dedotta 
da altre P del §2 mediante procedimenti logici espressi da P 
del §1 : e ciô perché in nessuna di tali P la tesi è del tipo 
« « £ Cls » , 

Indipendcntemente da ciô, ponendo a riscontro la §1P 
2. Soit a une Cls ; œea indique la proposition « a? est un a » 
con la prima P simbolica del §1, cioè con la P 

11. as Cls .]3' ^jV^ ^ •=• ^^ ^' • yc ^^ I^f 

risulta che Tipotesi « as Cls * di questa P è priva di significato, 
se non si ammette prima la P 

(//). Cls e Cls 
che nel §1 non è enunciata e nel quale bisognerebbe inserîrla. 

Perô, nello stato attuale del Formidable, la P (fi) non puô es- 
sere dimostrata; e la ragione di ciô è la medesima di quella 
enunciata a proposito délia P (a). 

Ma v*ha di più: a cagione délia §1P2, la P ifi) presuppone se 



(*) Xol §2 al simbolo « K » dol §1 tu sostituito, eon eg'ual signiticato, il 
ginibolo «Cls». 

R. (1. M. S»-V-18efl. 
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stessa : essa non ha significato se, prima di leggerla, non la ai 
è ammessa. 

Inoltre, sempre a cagione délia ^lV2j la prima P simbolica 
del §2, cioè la P 

002-1. OeNo Pp 

è priva di significato, se prima non si ammette la P (a) délia 
quale ho già parlato. 

Il desiderio di eliminare questi lievi difetti del Fornndaire 
m'ha suggerito una niodificazione, ch'era già stata considerata 
possibile nelle Notes al §1 [P^g- --? linee 10-13] e che, per mio 
conto, ho già adottata nelle « Cofifih'e^ces sffr la Logiqffc Ma- 
thétiiatique » (*). Se la mia proposta venisse accettata, grin- 
convenienti additati vSparirebbero, niiovi, parmi, non sorgerelv 
bero, e gli enunciati di parecchie P acquisterebbero in concisione ; 
vantaggio non disprezzabile questo, ma vsecondario dal mio punto 
di vista attuale: indipendentemente da esso convien giudicare 
Topportunità di adottare la niodificazione di oui mi oecupo in 
questo Cap. 



* * 



La modificazione è questa: nel SI? «^H^i citata P2 si sostituisca 
la P 

(1). ixèa* signifie «a; est un a^ 
inoltre, si inserisca la P 

(2). X è a .3- « è ris Pp 

Esaminiamone le conseguenze. 

Anzitutto, per la (Il la notazione <^xè((^ ha significato an- 
corchè non preceduta dalla «^(èCls», e questa ha significato 
ancorchè non sia stata prima enunciata la P 

(//'). Cls è ris. 



(*) Teiiute, dal li> ottobro al 28 novciiibre 1H98, iK'WrnireniiU Noui^elle 
di Bruxelles. 



'T — r T—it 
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In particolare, sostituendo alla citata §2P002'1 la P 

(3). è No 
questa ha significato anche se non si enuncia la P 
(a*). No è Cls. 



Pp 



Ma la (2) permette di inscrire nel §2 la P (a), dandone la 
dimostrazioue « [(3).§1P (2) O- PJ * • 

Dopo ciô, la P (Ji') potrebb'esser dimostrata cosi: «[§2P(a). 
§1 P (2) .]3-P]*- Pqtô questa dimostrazione, benchè rigorosa, 
non mi soddîsfa: perché non mi parrebbe opportuno inserire 
la P (/?) nel §1, ricorrendo per la sua dimostrazione ad una 
P del §2, ne inserirla nel §2, dove sarebbe fuori posto. Eppure, 
anche accettando la modiflcazione da me proposta, la P {fi') non 
potrebb'essere dimostrata nel §1, perché esso non contiene al- 
cuna P del tîpo « a? é a » , quaFè la P (3). 

Ma a ciô si rimedia facilmente, inserendo nel §1 le P 



(4). œ è {(X) 
(5). {tœ) é Cls 



[ {x\t/) P421 O. P=P81 ] 

[P(4).P(2).D.P] 



Tultima délie quali permette dî dimostrare la P {fi\ senza uscire 
dal §1, cosi : « [P (5) . P (2) Q. P] » . 

E cosi mi pare d'aver dimostrato che mediante la modiflca- 
zione proposta (*) gli inconvenienti additati risulterebbero eli- 
minati. 



4t sic 



Per convincersi che, accettando la modiflcazione proposta, in- 
convenienti nuovi non sorgerebbero, conviene esaminare tutte le 
variazioni che produrrebbe negli enunciati délie attuali P del §1. 

Per comodità del lettore ne do qui Telenco complète, ripe- 
tendo le P enunciate e tralasciando tutte le P del §1 nelle quali 
la variazione si ridurrebbe alla sostituzione tipograflca dell' « é » 
ail' « £ ». A ciascuna P è premesso un numéro d'ordine pro- 



(*) La quale lî eoinpletamente esprcssa nella sostituzione délia P (1) alla 
§1P2 e neU'inserzione délia P (2); è chiaro che Tinserzione nel §1 dellc 
P (4) e (5) è conseguenza, non parte, di taie modiflcazione. 
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gressivo ; alcune P sono seguite dal numéro d'ordine (entro due 
graffe «t !*) délie P del §1 cui dovrebbero sostituirsi (qualora 
si ritenesse opportuno, corne a me semba, abolire T « g » in una 
eventuale ristampa del Fot^mulaire (*) ); le P in cui taie indica- 
zione manca, sono aggiunte (**). 

M. €xèaT^ signifie «a? est un a» |2{ 

"i. œ, y è a .=z. œ è a.y è a Df jllj 

•3. cOyyè Cls .=. iT è Cls . y è Cls [ z=(Cls|a) p2 ] 

'A. œ è a .3- ût è Cls Pp 

•5. xèa .bèCls . a^h r).xèh Pp (25{ 

•6. a, & è Cls . ]3 • ^ * ^^ •=• ^ è (ah) Df 

•7. «, 6 è Cls . 0? è a6 .=. x è a . œ è b }54j 

•8. xèa.=: aèCls: b è Cls ,a'^b ."^^.x èb j61j 

•9. x=y . = : X è a , 3)a- ^ ^ a Df j80j 

'iO. xèa. X = y .3- y è a j84j 

'ii. \X'èa.=.m{xèa) Df tlOlj 

M2. irè -a .=. 0? è (-a) Df 

M 3. X è^a .]3- ^ è Cls 

[ Hp . pl2 . p4 O. {-a) è Cls . P105 O- [-(-a)] è Cls . P106 . plO O. Ts ] 

'ii. X è HZ ,=. a è Cls . a? -è a jl04j 

[ pl3 . P52 O: x è -a .=. a è Cls . a? è -a (1) 

P103 O: a è Cls . X è -a .=. a è Cls . a; -è a (2) 

(1). (2). P83 O. P ] 

•4 5. 0? è a . 07 è -c . 6 è Cls . a&;3<^ O- ^ è -6 Pp |107j 

•46. a? è -6 . a è Cls . a]3& .3- ^ è -a jllOj 

•4 7. a,& è Cls r): x è Oyft .=:. x è (rtyfi) Df 

•4 8. xèa.xè'b .c èCls . cCyK^c .3 ^ è c j258} 

•49. yëix .=. yè{ix) Df 

•20. û?è^a? [ P421 .3 p=P81 ] 

•24. (ix) è Cls [ p2b . 19 . 4 o. P ] 

•22. Cls è Cls [ p21.4 o. P ] 



(*) Intendo parlare non del segno «s» ma daWidea ch'esso attualmente 
rappresenta nel §1; quanto al segno, si potrebbe adottare 1' «£» invece 
deir «è» col sîgnificato che qui gli attribuisco. Cosi appunto feci nelle già 
ricordate mie Conférences; e cosi non ho fatto in questo articolo per evitare 
equivoci e per rispettare l'art. 3 del Saggio di licgolamento del Formulano 
(Rivista di Matematica, Tomo VI, pag. 88). 

(**) Nelle ci tazioni seguenti il numéro d'ordine è preceduto da un «p» o 
da un «P», secondo che si tratta di proposizioni di questo scritto o del F,§1. 
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•23. xëa .3. a^ !401} 

•24. 07 è a .=. a è Cls . tx^ i422j 

•23. x,yka .=. a è Cls . ^o\/2/3^ K23j 

•26. œèa .=. a è Cls . a (w7y>a {424j 

•27. a? è -a .=. a è Cls . («a?)Aa =y\ J425J 

•28. a? è a . & è Cls . i* è aj6 . a;=y .3- ^^ = y^^ 1503} 

•28'. .3 xuèh J504( 

Le pi e 4 sono le p(l) e (2) di euî ho già parlato. 

Nella Pli ho soppressa THp «aèCls», divenuta iniUile, e ne è risultata 
la p2, délia quale la p3 è un caso particolare. 

Nell'Hp délia P25 ho sopprcsso il fattore «aèCls», divenuto inutile, ed 
ho diversamente ordinato i fattori riinasti ; ne è risultata la p5. 

Le p6 . 12 . 17 . 19 espriniono altrettante convonzioni sulla punteggiatura, di 
cui è fatto uso tacito nel §1, e che mi sembra opportun© enunciare, com'è 
stato fatto per moite altre. 

La P54 ha per Hp «6,c è Cls» (vedi THp che précède la P28); ora, per 
la p4, taie Hp è implicita nel secondo membre délia Ts ; non perô nel primo, 
potcndo «&c» essere una Cls, senza che lo siano &ec (si consideri, ad es., 
r «Nq +» del §2). Ciô spiega perche alla P54 sostituirei la p7 (mentre 
analoga trasformazione non sarebbc possibile per la P202). 

L'Hp «a è Cls» délia P61, per la p4, è implicita nel primo membre, sol- 
tanto, délia Tsiecco perché alla P61 sostituirei la p8; analoghe sono Ictra- 
sfortnazioni delle P422 . 423 . 424 nelle p24 . 25 . 26. 

Le trasformazioni delle P80 . 84 nelle p9 . 10 non abbisognano di .commenti. 

L'Hp «a ë Cls» délia PlOl non mi par necessaria; ad essa sostituisco 
la pli. *^ 

La pl3, essendo una conseguenza délia \A, m? ava necessariamente 
nel §1; mediante la pl3 ho dimostrato la pl4 che sck 'jirei alla P104. In- 
fatti, sopprcsso il terzo mcmbro délia Ts délia P104, * rtile dopo la pli, 
l'Hp «a è Cls», perla pl3, è implicita nel primo mombro, soltanto, délia 
Ts; perciô convien trasfonnarla analogamente alla P6L 

Per comprendere la semplificazione introdotta sostituendo le pl5 . 16 . 18 
aile P107 . 110 . 258, si badi che l'Hp sottintesa délia PllO è «a,6 è Cls» e 
quolla di ciascuna delle PI 07 . 258 è «a,ô,c è Cls»; la trasformazione è 
ottenuta mediante la pl4. 

Le p20-22 sono le p (4) (5) (/?') di cui ho già parlato; la p20 diflferisce 
dalla p (4) per la soppressione delle parentesi, consentita dalla pl9. 

La p23 differisce dalla P401 per la soppressione dell'Hp «oèCls», inu- 
tile per la p4. 

Distribuendo l'Hp « a è Cls » délia P425 ai due mcmbri délia Ts, essa, per 
la pl4, diviene la p27. 

Dalle P503 . 504 si ottengono le p28 . 28' sopprimendo nelle Hp la con- 
dizione «« è Cls», divenuta superflua a cagione délia p4, ed anche, nell'Hp 
délia P503, la condizione «y sa» inutile per la plO. 
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Dalla plO si doducono, corne casi particolarî, le P 

•29. a? è Cls . œ=iy .3. y è Cls [ =(Cls|rt)plO ] 

•30. y è Cls , œ=zy .3. a? è Cls [ P82 . p29 3. p ] 

dalle quali risulta che, quando «ir=i/», la condizione «x,yh 
Cls » è sufflcîentemente espressa da una soltanto délie notazioni 
« a? è Cls > , « y è Cls » . 

Questo fatto consente di abbreTiare Tenunciato di parecchie 
P del §1 (*); ad es., a cagione délia p29, le §1P85. 210. 211 si 
possono riscrivere cosl: 

•31. aèCls.a=6 .3. a3& |85î 

•32. a,cèCls.a=6 .3» (M^=-hjC [210] 

•33. .c=d .3. aMC = lKd j211j 

Si ha pure 
•34. a è Cls . -a = -6 .3- & è Cls 

[ Hp . P105 . p29 O. -ô è Cls . P105 . 106 . p29 O. Ts ] 

che, insieme alla p29, consente, ad es., di abbreviare cosi Te- 
nunciato délia PUS 

•35. a è Cls .3: a=h .=. -a=-6 |113j 

Quando, a proposito délia p (^'), dissi che nessuna P del §1 è 
del tipo « 0? è a » , non tennî conto deliberatamente délia P436 
«/\8Cls», perché nel §1 quella P non è dimostrabile ; e la ra- 
gione di ciô è ancor quella enunciata a proposito délia p (a). 

Perciô, volendo dimostrare la p22, anzichè alla P436, ricorsi 
alla p21 ; ed ora, giovandomi délie p21.29, oltre ad alcune P 
del §1, dimostro la p 

iy). AèCls Î=P436! 

[ p21 . P105 .D. '{IX) è Cls . P22 . P103' O- ('2c)-('^) è Cls (1) 
p21 . P321 0. {ix)'{ix) =r A (2) 

(1) . (2) . p29 O. P ] 



(*) Per coniprcndere tali abbreviazioni, qui c nel scguito, bisogiia imagiimr 
sempre anteposta a ciascuna P l'Hpdcl gruppo di P cui appartienc. 



V^n7^ . • ^ 
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da cui per la p30, 

(ô). a=/\ O- ^ è Gis [ p (y) • Hp . p30 o. Ts ] 

Perô mi sembra che, senz'alcun inconveniente, si possa im- 
plicitamente ammettere la p {ô) nell'atto in cui si definisce la 
notazione «a=/\», sostituendo alla P 

300. aèCls .3:. a=/\ .=: bèCls .3^. a'^b Df 

la p 

é 

•36, a=/\ .=: a è Cls : & è Cls .3,, a^ft Df }300! 

da cui, îmmediatamente, 

•37. a=/\ O- ^èCls [ p36 o. p ] 



Cosl facendo, si puô ricorrere alla p37 per abbreviare Te- 
nunciato di parecchiè P del §1 successive alla P300; mentre la 
p {S), essendo stata dimostrata mediante la p (y) e questa me- 
diante la P321, non si potrebbe legittimamente applicare che a 
P del §1 successive alla P321. 

Ecco Telenco complète délie P del §1 che si possono abbre- 
viare mediante la p37 (*). 

•38. a=/\ . 6 è Cls Q. a3& j301 j 

•39. . b=/\ .3. 0=6 |302j 

•40. , & è Cls . 63a .3. 6=A |303J 

•41. . a=b .3. 6=A |304J 

•42. . 6 è Cls 3. ab=/\ \30b\ 

•43. ,a)èa. =/\ J308! 

•44. .6èCls .3. aw6=6 1341 j 

•45. a,b èCls.aJ) =/\ .=. a =y\ , 6 =y\ i342J 

•46. a =y\ .=. a è Cls . -aa t414î 

•47. a è Cls . a3 A •=. ^ =A i^^^sj 

* 

Per ultime, accenno ad alcune sempliflcazionî prodotte in 
F, §2 dalla modificazîone proposta in questo Cap. 



(*) Vedi nota precedentei 



A cagîone délia p4 si puô sopprimere la condizione « s è Cls » : 
nell'Hp di ciascuna délie P002-5 , 003" 78 . 039-3, 
nell'Hp délie P015 . 016, mettendo corne primo fattore « a? è s », 
nell'Hp délie P003'10-ll, trasportandola nel secondo membro 
délia Ts. 
Alla P003-1 si puô premettere la p (a), cioè 

003-0. No è Cls [ P21 . p4 o. P ] 

A cagione délia plO. si puô sopprimere la condizione « 6 è N^ > 
neirHp deUa P003-2. Ecc. 



Cap. II. — « 9 » 

La notazione « a? ? » (*) — che puô esser letta « la classe 
degli X che soddisfanno alla condizione » ovvero, più brevemente, 
«gli œ tali che» — si trova per la prima volta nella P 

13. aèCls .3 oo^{xèa)=ui ' Df 

la quale deflnisce, non la notazione «0:9», ma la «a?9(irèa), 
dove «aèCls». 

Pertanto, nell'uso délia notazione « a? 9 » bisogna avvertire — 
se non si vogliono scrivere proposizioni prive di signiflcato — 
di premetterla soltanto a notazioni del tipo « a; è a » , dove « a 
è Cls » C), ovvero a notazioni che già furon ridotte a quel tipo. 



Ora, nella P 
14. a,&èCls .3 ci^=^oc^{xèa.xèb) Df 



(*) Fer uniformità di scrittura adopero la notazione «as 9» invece délia 
«a;£» usata nel F2§1 délia *x3j> usata nel F2§2; il signifîcato di queste 
tre notazioni è il medesimo. 

(**) Per la p4, la condizione « a è Cls » è implicita nella notazione « ce è a » , 
qiiando questa rappresenta una P isolata od aflPermata simul tancamente con 
al tre, non perô nel caso attuale. In al tre parole, senza mutare il significato 
del la notazione «x^>, non si potrebbe sopprimere l'Hp délia PI 3, perché 
allora, ad es., si avrebbe *x ^x è 1) =1», mentre «(d) è Cls» e non «le Cls » . 
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io noto che la riducibilità di €xèa,xèb* al tipo richîesto 
risulta più tardi dalle P 

14', a,6èCls .3 ab=:arb Df 

22. .3 aôèCls Pp 

54. .3 ^èa6 .=. xèa.xèb 

cui conviene aggiungere la p6. 

Per elîminare questo inconveniente assumerei, invece, quale 
Df la p 

•48. xè(arb) .=. xèa.xèb Df 

la quale non mi sembra abbîsognare d'Hp (*). 
Assunta poi quale Pp ( ** ) la p 

•49. a,6èCls .3 (a^)èCls Pp 

risulta dimostrabile la P14 ovvero, in attesa délia P82, la p 

•50. a,&èCls .3 oc ^{x è a . X èb) = arb 

[ Hp . p49 . PI 3 O- se 9[x è{af>b)] = crr* . p48 O- Ts ] 

Dopo ciô, per comodità di scrittura, enuncerei le convenzioni 
espresse dalla P14' e dalla p6. 

* 
* * 

Analogo difetto présenta la P 

103. aèCls .3- -û^ = ^* ?(.x- è a) Df 

perché la riducibilità di «rr-èa» al tipo richiesto risulta più 
tardi dalle P 

104. aèCls .3- ooèma .=. 00 è a 

105. .3 -a è Cls Pp 

cui conviene aggiungere la pi 2. 



(*) Fer la p4, l'Hp «a,6èCls» è implicita nel 2^ membre délia p48; 
inoltre, finchè ad «oaô» non si sostituisce «aô», la notazione «acè(a<^6)» 
è usata nel F, sol quando «a,6èCl8» [Cfr, con l'osservazione fatta a pro- 
jwsito délia p7]. 

(**) Dalla x)48 si potrebbe dedurre la p 
xèa.xèb O- C^*^) ^ Cls [ p48 . 4 O. p ] 

ma da questa non si potrebbe dedurre la p49, nul la potendosi concludere 
nel easo in cui *arà» fosse una classe nulla. 



'0*:\-* 



r*^ 
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Mi pare che questo difetto riuscirebbe elimînato assumendo, 
invece, quale Df la p 

•51 aèCls .3: a;è{-a) .=. ooèa Df 

conservando quale Pp la P105 e dimostrando cosi la P103: 

[ Hp . P105 . P13 O. a^ '?[^ è(-a)] = -a . p51 . P82 O- Ts ] 

Dopo ciô, per comodità di scrittura, enuncerei la convenzione 
espressa dalla pi 2. 

* * 

Analogo inconveniente présenta pure la P 

420. i X =: y ^(y=oc') Df 

perché la riducibilità di « y=x > al tipo considerato risulta più 
tardi dalla P 

421. yèix .=. y=x 

cui conviene aggiungere le pi 9. 21. 

Per elirainare questo inconveniente assumerei, invece, quale 
Df la p 

•52. yè(tx) .=. y=x Df 

da cui si deduce la p 

•53. X è(t X) [ p52 O. p = P81 ] 

(che differisce dalla p20 soltanto per le parentesi racchiudenti 
r «^iT») e la p 

•21. (tx)èCls [ p53.4 o. p ] 

La P420 si potrebbe allora dimostrare cosi: 

[ p21 . P13 O y 9[y è(f x)} = ix. p52 . P82 .D. P ] 

Dopo ciô, per comodità di scrittura, enuncerei la convenzione 
espressa dalla pi 9. 

Analogo difetto présenta anche la P 
450. u è Cls .3. CWii = Cls'V: ^(x'^u) Df 

perché la riducibilità di ^x'^ n* al tipo richiesto è accennata 



I 
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pîù tardi incompletamente, corne risulta da ciô che segue, me- 
diante la P 

453. afièCls .'^: b'^a .=. bèCWa 

lo assumerei invece quale Df la P 

451 . a è Cls .3 X è(Cls'a) .=. œèCls.x'^a Df 

e dimostrerei poi le p 

•54. aèCls .3. (Cls'a)èCls 

[ Hp . P21 . P451 O. a è(CWa) . p4 .3. Ts ] 

•55. aèCls .3- Cls^a = îT 9(jc è Cls . rr 3 ^) 

[ Hp . p54 . P13 Q. X ^[x è (Cls^fl)] = Cls^a . P451 . P82 O- Ts ] 

* 

Ho esaminato cosl tutte le Df del F,§1 in cui è fatto uso délia 
notazione «a??» tranne le P461 e 462, délie quali non mi oc- 
cupo perché i simboli «w*» e «^^»in esse deflniti non furono 
adoperati nel F,§2. 

Vediamo piuttosto Tuso fatto délia notazione « x 9 » in alcune 
dimostrazioni del F,§1. 

La si trova per la prima volta noUa Dem P 

82. x = t/ .3- y^=^ 

[ P8I .3 xb[z 9{J=X)] . Hp .3. y è[j o(c=:j»)] 3. Ta ] 

Ma poichè la P82 précède la teoria deglî « ^ » (che încomincia 
con la P420), la riducibilità di « z=x » al tipo richiesto perché 
abbia signiflcato « z 9(j=.r) » non puô nemmeno essere sospet- 
tata dal lettore del F,§1; e perciô quella Dem riesce inespli- 
cabile. 

A me parrebbe vantaggioso, per non dir necessario, ordinare 
le proposizioni nel modo seguente: anzitutto, le p9 . 10, poi la P 

XI. x^^X [ p9 3' a:èrt .3» . 2rèa .==. p ] 

e le p52 . 53 ; enuncerei allora la P82 dimostrandola cosi : 

[ pr)3 . Hp . plO 3. y (il X) . p52 3. Ts ] (*) 



(*) Délia P 
83. x:^y . y=:-2' 3- 5C=* [ Hp 3'« ac è « 3- y èa . sèai'Z^.Ts ] 

si potrebbe anche dare questa dimostrazioiie 

[ Hp , P82 . p52 3. y i\i x) . y=z7 . plO 3. ^ ë{t x) . p52 . P82 3. Ts ] 

B d. M. âO.V-18e9, 
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Poi la notazione stessa riappare nella dimostrazione délia P 
85. aj) è Cls . a=b .'^. a'^b 

[ Hp.xèa .3 a è[j ^(5c6 j)] . P80 .3 ôè[jo(a?èj)] 3. xi^.b (1) 
Hp . (1) . Export 3» 5c è a 3-p • x è 6 : 3 • T.s ] 

Ma perché avesse significato « z ^(x è x?) » , occorrerebbe che 
« i^ è j » fosse riducibile al tipo « j è ve » , dovc « ?^ è Cls » ; le no- 
tazioni di cui è fatto uso in Fj§l non mi pare consentano taie 
riduzione (*). Convien dunque rinunciare al proposito di dedurre 
la P85 dalla P80, accontentandosi di rica varia dalla PI 6. 

Lasciando da parte le dimostrazioni délie P463 , 464, relative 
ai simboli « u ^ » e « ^ ' » non adoperati nel F,§2, la notazione 
« a? 9 » non si ritrova più che in ciascuna délie due dimostra- 
zioni délia P 

503. afiè Cls ,uèaib .or,yè a, cc=y .3- ocu = yu (**) 

facendone uso che, per ragioni analoghe a quelle esposte a pro- 
posito délia P85, non rai sembra legittimo. 

Per poter dimostrare soddisfacentemente la P503, di cui è pur 
fatto uso nel F,§2 (*"), ritengo necessario definire la notazione 
« ajb » altrimenti che con la PôOO. A questo partito conviene 
attenersi anche per altre più forti ragioni; ma di ciô mi occu- 
perô in altro Cap., in cui proporrô un rifacimento di quelle del 
F,§1 intitolato «[jf]». 

Frattanto, un'osservazione mi sembra opportuna : le critiche 
al F,§1, svolte in questo Cap., valgono in quanto non si voglia 
estendere Tuso dclla notazione « a* a » oltre il caso previsto dalla 
P13 ; esse cadrebbero, invece, se si convenisse di usarla, ogniqual- 



(*) Bisognerebbe introdurre, definendolo, un siinbolo che rappresentasse 
l'idea « classe cui appartiene»; attribucndo per un momento talc significato 
al simbolo « A » si avrebbe 

(f) yè(Aif) .=r. ccèy Df 

e la (1) délia dimostrazione del la P85 diverrebbe 

X ëa . p(£) 3- ^ è(A.r) . Hp . plO 3* '^ è(A.r) . p(ê) 3- ^' ^* ^ 
Ma, per questo caso soltanto, non mette il conto di introdurre una nuova 
notazione, sia pur défini ta. 
(**) Il cui enunciato ho seniplificato nella p28. 

(***) Vedi F,§2 Demi P003-2. Xè, per ragioni analoghe a quelle esposte, 
in sua vece potrebbe accettarsi la Deni2. 
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volta Toccasione se ne présentasse, ad esprimere Tidea « la classe 
degli X che soddisfanno alla condizione » . Ma allora essa dovreb- 
b'essere annoverata tra \q lAee primitive] è dunque preferibile 
introdurre nel F,§1 le modiflcazioni da me proposte. 



Cap. III. — « ^ Elm i » 

Anzitutto, dimostr© alcune altre ' proprietà del simbolo « e » 
che nel F non sono enunciate e di oui faccîo uso in questo scritto. 

•56. ^(tx) [ p53.230p 1 

•57. aèCls .3-'- oT^ix .=: yèa Oy- y=^ 

[ Hp . p21 . P12 . p52 . D . p ] 

•58. a=^ix .=: xèaiyèa .j^y . y=x 

[ p21 . a = «X . p30 .3. a è Cls (1) 

xëaiyëa r^ . y=a; O- a; è a . p4 O» « ^ Cls (2) 

a è Cls . p57 . P422 O. p (3) 

(1) . (2) . (3) O. P ] 
•59. iyz=tx . = .y=zx 

[ (ty\a)^bS.=z.\ty = tx.=::xè{ty):yè(ty).ZDy -y^x (1) 

(1) . p52 . 53 . P82 . D . p] 

Mediante la p 

•60. aèElm .=: aè Cls . aa:rr,y èa Z^x.y. oc=^y Df 

deflnîsco la notazione « a è Elm » in cui appare il nuovo sim- 
bolo « Elm » , che potrà essere letto « elemento » . 

Il sig". C. Burali-Forti, nella suk Nota intitotata Le dassi finite {^\ in- 
trodusse il simbolo « Un » dandone la Df (§1P13). 

Un = K-« /\rsx£\ yex .^Dy . ty =x j Df 

dalla quale risulta che l'idea «Un» non dipende affatto dal concetto di nu- 
méro. A togliere ogni equivoco in proposito, adopero il simbolo «Elm» in- 
vece deir «Un», con lo stesso significato. 

Dalla p60 dediico alcune proprietà del simbolo « Elm » , deUe 



(*) Ace, B. ddle Sdenze di Torino, 1896. 



I 
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quali mi varrô tosto ad abbreviare renunciato dî qualche P 
del F; tali abbreviazîoni giustiflcano Tintroduzione del nuovo 
Bimbolo, 

•64. (£a?)èElm 

[ p2.62 O: y,jè(«JC) .=. yszx , s^x (1) 

(1) . P82 , 83 O: .Dy,*. 2/=^ (2) 

p21 . 66 . (2) O. P ] 

•62. xèa .3"*' ^èElm . = : yèa."^. y=jc 

[ Hp . p4 . 23 .3 aèCls . ga (1) 

Hp . (1) . p60 O.'. a è Elm .=: x^y è a .3p,y* ^=y (2) 

Hp . (2) . P82 O. P ] 

•63, a= w? .=, xèa,aè Elm [ p58 , 62 o. p ] 

La P 

430. a è Cls . aa : a:,y è a 0^»y* ^ = î/ O* ^ = ^^ •=• ct = ix Df 

deflnisce nel F,§1 la notazione « a? == 7a » , nella quale è fatto uso 
per la prima volta del simbolo «?» (*). 

Preferisco, perché più brève* e di più pronta comprensione, 
la Df 

•64. a è Elm r): x=im .=. xèa Df j430! 

Il significato délia notazione «ir = 7a» è il medesimo; infatti, 
dalla p64 si deduce la p 

'65. ûèElm .3* cc = m .=. a=iix [ p63.64 .3 p ] 

che diviene la P430 se all'Hp si sostituisce il suc significato 
espresso dalla p60. 
Mediante la p60, l'enunciato délia P431 si abbrevia e diviene 

•66. aèElm ,3 (m)èa j431! 

[ Hp ,xiia. p64 3» a? è « . x = ;a . plO 3- Ts (1) 

Hp . p60 3. Ea . (1) 3. Ts ] 

AUa P 
432. l(ix) =X [ p61 . 66 3. i{tx) è {tx) . p52 3, p ] 



(*) Il simbolo « ; » fu adoperato nel F,§2 in sostituzionc, e con lo stesso 
Big'nificato, del simbolo < ( », usato nel F|§1. 



çrwf r^p!?' 1 1^. -^ ■ ♦ -^ r' 
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si puÀ aggiungere la p 

I 

•67. aèElm.3-^^^) = ^ 

[Hp . p21 . 60 O. f {}a) , a è Cls (1) 

Hp . p64 . 52 O : a? è [((;a)] .=. x è a : (1) . P17 O • P] 



Cap. IV. — « ; 5 » 

L'idea « la coppia formata da a? ed y » è assunta nel F,§1 
corne prîmitiva e vi è rappresentata con « {oD;y) » (*). La 
prima P in cui è fatto uso di taie notazione è la P 

71. a?;y = a;6. = .a: = y . a = & Df 

data nel F,§1 corne Df deireguaglianza di due coppie; da 
questa P risulta che, nella coppia, oltre agli oggetti che la com- 
pongono si deve considerare il loro ordine. 

Perô, avendo definito l'eguaglianza in générale, mediante la 
P80 del F,§1 (o la p9 di questo scrîtto)^ mi sembrache non sia 
poi lecito stabilire per Df il signiflcato di alcuna eguaglianza 
particolare, 

Ciô bene avvertl il sig. C. Buràli-Forti quando, récente- 
mente, propose una dimostrazione délia P71 ("); ma francamente, 
la sua dimostrazione non mi persuade, a priori, per due ragioni. 

Ânzitutto, cgli non ricorre ad alcuna P in cui entri l'idea di coppia; 
ora io doniando: « è possibile dimostrare una proprietâ di una notazione, 
scnza conoscero alcuna proprietâ délia notazione 8tes8a? » 

Poi, egli adopora il simbolo « ^ » in casi non previsti dalla PI 3 [vedi 
Cap, II] e perciô, dal punto di vista formalc, posso dichiarare di non coin- 
prendere il signiflcato dclla bua dimostrazione. 






Se « rt , & è Cls *, con « a i 6 », che si puô leggere « le coppie 
di a e dî 6 » (da non confondersi con la coppia « a ; 6 > ), rap- 



(♦) Veramente, nel Fj§l è rappresentata con « («?,y) », mentro la nota- 
2ione {x\y) fa adoperata con o^Ual Ri;^ilicato soltanto nel F|§3, 
(»») KdM, t. VI, p. Gj, P82(I, 
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presento la classe cui appartengono tutte e soltanto le coppîe 
il cui primo oggetto è un a ed il cui seconde oggetto è un 6 (*). 
Ciô è espresso daUa p 

•68. (a?;y)è(aî&). = .û5èa.yè6 Df 

dalla quale si deducono le p 

•69. {x;y)è{ixiiy) [p53.680.p] 

•70, x;y=iu;v ."^ .x=zu .y:=v 

[p69 . Hp . plO O . (w ; v) è {tx i «y) . p68 . 52 . P82 O • Ts] 

•71. x = u.y = v.'^,œ;y = u;i'> 

[ (2c ; y) ô (a i b) . p68 O-^cèa.yèft.Hp. plO . 3 . 

u è fl . v è & . p68 . D . («^ ; î^) è (flr i 6) (1) 

(l).p9.D.p] 

•72. a;;y = w;t?. = .a? = te.y = î; [= p70 . 71] 

La p72, ora dimostrata, è appunto la P71, dianzi citata e 
commentata. 



« 



Se diamo signiflcato alla notazione « a î & » , soltanto quando 
« a , 6 è Cls . aa . ab », allora la p69 si puô risolvere rispetto ad 
« a t 6 ». 

a , 6 è Cls . aa . a6 . ^ . p73 . 74, 
•73. (aî&)èCls 

[ xëa.yèb . p68 . 3 • (a? ; y) è (a i ô) . p4 . 3 • P (1) 

Hp.(l).D.p] 

•74. aib = {x;y)è(xèa.yèb) 

[ p73 . P13 . D . (ac ; y) ? [(« ; y) è (a t 6)] = a i 6 . P82 . p68 . D p] 

Son pur degne di nota le p 

•75. ixiiy=ii (x;y) 

[ (u ; v) è {tx S iy) . p68 . 52 O* «^ = se . i; = y ..p71 O' t* ; y = £c ; y (1) 
p58 O : P . = . p69 . (1) ] 



(*) Nelle bozze del fascicolo délia RdM d'imminente pubblicazione, vidi 
proposta taie notazione, con taie dignificato; perô ivi si trovava enunciata 
la sola p74^ che a me non piace assnmere quale Df per le ragioni addotte 
nel Cap. H relativamente ad altre Df del F^L 
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•76. x;y=:7{txUy) 

[ p75 . 63 O. {ix ; ty) è Elm . p65 O- p = p751 

la quale mostra che, assumendo quale primitiva la « a ! & », si 
potrebbe con questa definire la « it* ; y » . 
Si notino ancora le p 

•77. IX i ty = tuitv,=:.x;y=iîi;v 

[ IX.': ly = m i iv . p75 .=. i(x ; y) z= i{it ; v) . p59 .=. x^y :=u ;v ] 

•78. a , & , c , d è Cls . aa . a6 . a ; & = (? ; d .3- a f 6 = c i rf 

[ Hp.p70O. rt=rc.6=rrf (1) 

{X ; .y) è {a i «^) . p68 .=. ce è a . t/ è 6 . Hp . (1) . P17 .=. 

xdc.yèd ,pGH .=. (x ; .v) è (c i c?) (2) 

Hp . p73 . 29 . (2) . P17 -D- Ts] ' 

Sondrio, 1899. 

Alessandro Padoa. 



SUI PRECURSORI DELLA LOGICA MATEMATICA 



Il Prof. Gino Loria in un suo articolo intitolato: Tjï logique, niathéma- 
tiqite avant Leibniz (Bull, de Darboux, a. 1894, t. 18, p. 107-112), dedicato 
specialmente a dar notizia délie opère di Pierre Herigone, ha giuBtamcnte 
osservato (p. 110) che sebbene in questo scrittore si trovi un certo numéro 
di simboli per indicare dei concetti astratti, tuttavia esso non ha fatto aleun 
tentativo per ridurre al miniuio il numéro dei simboli necessari per esporre 
una teoria, mentre in questa riduzione è contenuto il problema fondamentale 
délia logicà matematica. 

In questa nuova scienza, i simboli che si ujsano rappresentano idée pri- 
mitive, ed in tal caso il loro significato è determinato dalle proposizioni 
primitive, oppure sono definiti per mezzo dei simboli già notî. In ogni caso 
il linguaggio ordinario è rcso superfluo. Al contrario negli scritti di Heri- 
gone, come in quelli degli scrittori di Pasiyrafia, relativamente nunierosi 
nei secoli scorsi, i simboli sono soltanto sigle od abbreviazionî le quali so- 
stituiscono parole isolate o frasi dei linguaggio ordinario. Simboli dello stesso 
génère di qucsti erano u^ati dagli alchimisti e dagli astrologi, ed ai giorni 
nostri si adoperano in molti dizionari (specialmente inglesi), o come segnî 
convenzionali nclle carte geografiche e topografiche, o come simboli di ab- 
breviazione nei sistemi di stenografia, ecc. 
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In altre parole montre tuttc le altre pa8ig'rafie non sono che nictodi di 
abbreviare parole o frasi del ling'ùaggio ordinario senza modificare affatto 
la struttura dei ragionamenti, la logica matematica è uno strumento deli- 
cato e di somma preclsione, col snssidio del quale si puô compiere (ed è stato 
già fatto per i fondamcnti deU'aritmetica, délia geometria proiettiva, etc.) 
Tanalisi dei concetti che stanno a base délie scîenze matematiche. 

Questa differenza caratteristica délia logica matematica, sebbene sia scritta 
in modo chiaro nel F, non è finora molto nota. (P. es. lo Schrôder, nei 
Rend, del Congr. di Zurigo p. 158 e 161, considéra il simbolo del F: D(m,7i), 
dove m, n sono dei numeri interi, soltanto come una abbreviazione steno- 
grafica délia frase « masaimo comun divUtore di m e di n ^). 

La parte più intéressante deiropera di Herigone (come osserva il Loria, 
p. 109) consiste nel metodo di rapprcsentare le dimostrazioni. Cio, del resto, 
egli stesso afferma nella sua prefazione {^Cursus Matheniaficiis, t. 1 Parisiis, 
a. 1644), dicendo: 

« J'av inventé une nouvelle méthode de faire les démonstrations, briefve 
« et intelligible, sans Tusage d'aucune langue ». 

« La démonstration s'entretient depuis son commencement jusqu'à la con- 
« clusion, par une suite de conséquences légitimes, nécessaires et imrae- 
« diates, contenue chacune dans une petite ligne, lesquelles se peuvent re- 
« soudro facilement en syllogismes... ». 

Questa parte del simbolismo di Herigone è pcrô molto povera : i suoi sim- 
boli sono: hyp = « dall'ipotesi si deduce », constr = « dalla costmzione 
si ha » , concl = « conclusione » , arbitr =s « prendendo arbitrar lamente » , 
20.1 = « dalla proposizione 20 del primo libro si deduce », e qualche altro 
rararaente usato: essi erano comuni nei secoli scorsi, anche anteriormente 
ad Herigone, nelle note che si ponevano in margine agli Elementi di Euclide, 
per chiarirne le dimostrazioni. 

È mîo intcnto di rcnder conto, in questa nota, di un simbolismo dello stesso 
génère, ma più complicato e preciso, dovuto aJohann Pell (a. 1610 "^ 1685) 
e da lui adoperato sistematicamente nella sua opéra: Introducfio in Al- 
(ffibram^ Londini a. 1668 (una prima ediziono era comparsa in lingua tedescai 
Tigurii, 1659). 

Non mi è statr) possibile consul tare Topera originale di Pell. Mi limito 
quindi a dare un'idea del suo metodo, come esso risulta nella esposizione 
svolta da Wallis nel t. 2 p. 238-246 dello sue opère (Londini a. 1693). 

Esso consiste ncU'indicare simbolicamente le operazioni da eseguire su 
una più eguaglianze per ottenerne una nuova. Pell indica le diverse 
eguaglianze coi numeri 1, 2, 3, ...: occorrendogli distinguere questi sim- 
boli dai numeri interi 1, 2, 3, ... indica questi ultimi con 1*, 2*, 3*, ... 

I simboli che egli adoperasono +, —, X, "^ (corrispondentc al / del F), 
che hanno il significato di sommare membro a membre, etc.; ed inoltro i 
due simboli per indicare le operazioni involuzione (elevazione a potenza) ed 
cvoluMiotte (estrazione di radiée) da eseguirsi sui due membri di una egua« 
glianza, clie, non potendoli riprodurre, indico coi simboli corrispondcati del 

F, ^, >i. 
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Cosi eglî scrîve: 
29 [^2- (elevando ambo i membri délia 29 a quadrato) 

12 , 38 (dalla 12, e dalla 38 si deduce) 

44 — 41 (sottraendo membre a membro dalla 44 la 41) 

62-(-63-|-64 (sommando membro a membro le 62, 63, 64) 
57-r-lO- (dividende ambo i membri délia 57 per 10) 

90>J2- (estraendo la radiée qiiadrata dai due membri délia 90) 

m ab — 13 (sottraendo ambo i membri délia 13 da m ab) 
18x4rmn (moltiplicando la 18 per 4mn) 
82 + + (trasportando nella 82, due termini dal lo al 2o membro) 

133 -\ (trasportando un termine dal lo al 2o membro, ed uno dal 2o 

al lo, délia 133) ; 
e cosi via. Queste indicazioni stanno scritte a sinistra délia nuova eg^a- 
glianza che si tratta di dimostrare. 

Wallis attribuisee inoltre a Pell Tuso del simbolo .*. (ergo) corne simbolo 
di illazione, che ancora oggi è frequentemente usato dagli scrittori inglesi: 
qucsto segno sta scritto sol tan to tra due eguaglianze o due diseguaglianze 
(rovesciato) per dire che dalla prima si deduce la seconda. Eccone alcuni 
esempi: (p.283) a4-a?=R'.'aa+2aa;+5ca?=RIl 

(p.284) aa-'-bb>0\aa>bb'ra>b>0 

In tempi più recenti, al tri matematici hauno senti to il bîsogno di notazioni 
speciali per rendere più brevi e chîare le dimostrazioni. Ad esempio il Prof. 
P. Mansion, in una sua Note on a universal AnalUlcal iMuguage (Tlie 
Messeng. of Math. a. 1875 t. 4 p. 166) propone l'introduzione di un simbo- 
lismo analogo a quello di Pell. Egli scrive: 
/(3) (integrando la equazione diflfercnziale (3)) 

(4)+(2) (sommando le due equazioni (4) e (2)) 

(8)-^) ^g^jjjjjna^n^Q la (3) ^ la (10) e dividende per (2)) 

D« (6) (derivando rispetto ad x ambo i membri délia (6)) 
1 
— / (9) (dividende per a ed integrando la (9)) 

S(6) & (7) ocssO , u^Yy , 7-=/V (sostitucndo nella (6) e nella (7) 0, Yy, fy 

(ix ^ 

in luogo di X', w, ^ ) • 

Quest*ultimo simbolo si trova già nel F ed ha in esse un significato dé- 
tenu inato e précise ( | ). 

Corne Pell, il Mansion scrîve queste formole a sinistra délie eguaglianze 
che vuol dimostrare. Egli aggiunge infine che Gauss nei suoi manescritti ha 
probabilmente adoperato una notazione analoga. 

Mi sono fermato alquanto su queste génère di simbolismo, perche, sebbenc 
quello che è attualmente adoperato nel F permetta di scrivere completamente 
ogni dimostrazione, tuttavia alcune di queste si potrebbero notevolmente 
abbreviare e chiarire, introducende nuovi simboli analoghi a quelli adoperati 
da Pell e dal Mansion, o meglio ad alcuni che già si trovano nel F. (Si 
vedano pi es* i simboli « Transp » , < Syll », « Cmp » , « Export» etc. del FjXl), 
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Il Prof. Gino Loria neU'articolo sopra eitato accenna pure, in una nota, 
che in L. N. M. Carnot si puô trovare un sistema di siraboli analogo a 
quelle délia Logica matematica. Mi sembra utile accennare in brève il me- 
todo di que^sto A. che costituisce un tentativo di analisi logica délie idée 
délia geometria. Esso è esposto diffusamente nel suo libro : De la corrélation 
des figures de géométrie^ Paris an IX=1801. 

In questo lavoro egli ha introdotto délie abbreviazioni « qui pourraient 
servir à exprimer brièvement un grand nombre de propositions, qui ne peu- 
vent être énoncées que par de longues phrases en langage ordinaire. On le 
ramènerait à une sorte d'expressions ti»chniques et uniformes, qui auraient 
plusieurs avantages » (p. 51). 

Le abbreviazioni di L. Carnot corrispondono a simboli di proprietà 
(F, §1 p. 21); cioè un unico simbolo posto dopo (o sopra, o fuso insieme) 
aile lettere variabili sta per indicare il verbo (ê) seguito dal nome di una 
classe. 

Egli indica i punti colle lettere maiuscole, A, B, C, ... (p. 40). 



AB , AB significano il segmente AB, l'arco di cerchio AB. 

B C D significa : i punti B, C, D sono in line^ retta, ed il punto C st* 

tra i punti B e D. 

AB CD è il punto d'incontro délie rette indefinite AB, CD (p. 41). 

A B C D i quattro punti A B C D stanno sullo stesso arco di cerchio nel- 

l'ordine A, B, C, D. 
AB * CD è il punto d'incontro dei due archi AB , CD. 



F AB CD è la retta che passa per i punti F e AB CD (p. 42). 

=1= ô il segno di equipollenza che indica l'identità di due oggetti 

qualunque; esso, a diflferenza del segno = che è applica- 
bile aile sole quanti ta reali, è applicabile ai punti, aile 
equazioni, aile formule, etc. (p. 43). 

ABC è l'angolo formato dalle rette AB , BC. 

AB^CD AB CD. 

_A_ABC significa: i tre punti ABC formano un triangolo. 

JABC rettangolo 



ABC è l'area del triangolo ABC. 

Il simbolo 3 è sostituito dalla parola donne, o donnenf (in corsivo). 

Con queste notazioni l'A. è in grado di scrivore completamen te in simboli 
moite proposizioni di Geometria. 

Eccone alcuni esempi : 
(p. 51) A ABC d onne AC*= Âb'+BC* 

(p. 54) AABC , ABDE , ADB , BEC , donnent 

(^VC*— ÂB'— BC') . BÊ . BD=(DË*— BË'— BD') . ÂB . BC 
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È perô da notarsi che la corrlspondenza tra i simboli dell'Â. ed il lîn- 
Sl^^ëë^o ordinario che io ho dato, è soltanto approssimativa, e che inoltre 
l'A. introduce frasi complète del linguaggio ordinario allorquando gli si 
presentano parti di proposizioni che non possono essere scritte coi soli sim- 
boli da lui introdotti. P. es.: 



(p. 52) Cir, ABCD , A, B, C^ D rangés comme on veut, AD * BC r|= K, donne 

AK.DE = BK.CK 
(p. 127) A, B, C, D, rangés à volonté sur un plan, danneîit, 



lo. AB . D AB CD . C AC BD = CD . A AC BD . B AB CD 



5o. ADAB CD. BC ABCD:: AD AC BD : BC AC BD 

Di queste ultime due proposizioni (form,ules techniques) ecco la traduzione 
in linguaggio ordinario: 

« Les trois côtés d'un triangle quelconque étant prolongés indéfiniment, 
si l'on mène une transversale indéfinie qui les coupe tous trois il résultera 
de cette construction, sur chacun des côtés du triangle, deux segments. Or 
de ces six segments, le produit formé de trois d'entre eux, comme facteurs, 
est égal au produit formé des trois autres ; en prenant ces facteurs de ma- 
nière qu'il n'en entre pas deux dans le même produit qui aient pour extré- 
mités un même angle du triangle ou un même point de la transversale. » 

« Dans tout quadrilatère complet, si l'on mène les trois diagonales, les 
deux triangles qui ayant pour sommet commun l'une des extrémités de 
l'une des trois diagonales, et pour bases respectives les deux autres diago- 
nale-s, sont entre eux comme les deux triangles qui, respectivement appuyés 
sur les mêmes bases, ont pour sommet commun l'autre extrémité de la pre- 
mière diagonale. » 

La complicazione délia interpretazione col linguaggio ordinario di questi 
teoremi, spiega a sufïicienza l'utilitâ del simbolismo di Carnot. 



Giovanni Vaccà 



SUI NUMERI IRRAZIONALI 
Nota di G. Peano. 



Le proprictà dci numeri irrazionali sono note da tempo antico; poichè 
il libro X d*£aclide contiene proposizioni interessantissime su essi; se ne 
puô vcdcre la verslone in simboli ideograflci in RdM t. 2 p. 7. 

Alcuni A. attribuiscono a Platonc degli studi sugli irrazionali (Baltzer, 
Elem. d. Mathem. a. 1885 p. 100; Encyclopl. p. 49). Inveronei dialoghi di 
qucsto filosofo trovansi qua e là dei t«rinini matematici, ma riuniti in modo 
cosl incerto da farli ritenere come parole difficili con cui un interlocutore 
cerca confondere l'avversario; all'incirca come nei giornali politici del giorno 
d'oggi sta scritto incominenauràbile invece di grandîssimo. Il passo più volte 
eitato, nella IIoÀtteia VUI 546 è considerato dai commentatori Jowett and 
Campbell, Oxford a. 1894, come un riddle. Al più da un passo del BEaixrixoç 
143 E, si puô dedurre >J8 <3, e ciô parmi la cosa più importante contenuta 
in quelle opère su questo soggetto. 

In Euclide non sono considerati che irrazionali quadi-atici, cioè ragione di 
due segmenti che si deducono l'uno dall'altro colla riga e col compasso. 
L'esistenza di questi irrazionali è conseguenza délia costruibilità di questi 
segmenti. Quindi nel loro concetto stanno inclusi dei postulati geometrici, 
non ancora bcn analizzati, poichè Tanalisi dei principii délia Geometria, e 
specialmente délia Euclidea, è meno avanzata deiranalisi dei concetti arit- 
metici. 

Pare che Apollonio abbia considerati gli irrazionali che provengono dal- 
l'inserzione di più medie geometrichc, cioè dall'estrazione di radici d'indice 
qualunque, in un libro di cui tento la ricostruzione il Wocpke, servendosi 
d'un manoscritto arabo {Mémoires des savants éirangers^ a. 1856 p. 694). Ma 
nessun teorema su questi irrazionali è pervenuto fino a noi. 

Solo ai nostri tempi, per opéra di Matematici in gran parte viventi, nello 
studio di importanti questioni analitiche, si è vista la nécessita di dare la 
definizione générale del numéro reale, razionale o irrazionale, Q. La défi- 
nizione antica, che si potrebbe dire Euclidea: 

numéro reale = rapporto di due grandezze 
esige Tanalisi dell'idea di « grandezza »; e in questa analisi, fatta da più 
A. e in FiIV dal prof. Burali-Forti coi simboli ideograâci, si incontrano preci- 
samente le stesse diffîcoltà che nel delinire direttamente il numéro reale; 
del reato in geometria un passo équivalente a quello che costituisce la de- 
tlnizione del numéro reale in générale è rappresentato da un pcstulato ben 
uoto, dette postulato di Dedekindi 
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§1. 
Trattandosi solo di radici, ad es. qtiadrate, si pu6 assumere per definizione 

•1 aéS} r^. vja = 7 R^ X3{x^ =a) Df 

« essendo a un razionale quadrato, cou >]a si intende quel razionale che 
elevato a quadrato dà a » . E se a -e R*, senza definire >Ja, si puô definire 
la relazione &> >Ja : 

•2 a,6€R . o-eR' Q: &> >Ja .=. W>a Df 

seguendo Bertrand, Traité d'Arith, a. 1851 p. 197: 

« On dit qu'un nombre est plus grand ou plus petit que ^X suivant que 
son carré est plus grand ou plus petit que N. » 

Si puô pure definire la ««^Ja, calcolata a meno d'un*unità», che indî- 
cheremo. col simbolo E »»>]« , awertendo che 1 segnl E e >J non si possono 
ancor separare: 

•3 neN^ . asBi .j^.E **>Ja = max No'^ œdix^'^fl) Df 

e cosl via. Ma la cosa si va rapidamcnte complicando. 

Kronecker, senza definire gli irrazionali in générale, sviluppô la teoria 
compléta degli irrazionali algebrici. Vedasi pure Drack, Introd. â ... Vài' 
gèbre sup., Paris a. 1895 p. 123-332. Si puo notare che per questa via il 
teorema che « ogni equazione di grado n ha n radici » si riduce ad una 
identità, cioë ë alTincirca la definizione stessa dell'ir razionale algebrico 
(p. 171). Questi studii intercssanti meritano ccrto di essere tradotti in sim- 
boli ideografici. Perô per l'uso pratico e per l'insegnamento attuale taie via 
si présenta non intuitiva ed estremamente complicata. 

D'altronde io non veggo difficoltà nella definizione générale di Q; varie 
definizioni sono state date, che paionmi del tutto soddisfacenti sia sotto 
Taspetto del rigore che quello délia seniplicità; e se sopra esse tanto si è 
discuBso e si discute tuttora, ciô verte sulla incerta interpretazione di qualche 
termine del linguaggio ordinario, o su ragioni didattiche. 

La riduzione délie definizioni relative agli irrazionali, in simboli ideo- 
grafici, fa pubblicata nel mio opuscolo: Arifhmetices principia, nova methodo 
exposifa, a. 1889 p. 15. A causa della nua brevità, e per dispensare il let- 
tore dalla ricerca di queiropuscolo, qui la riproduco. 

Rationalium Systemata, Irrationales, 

Eœplxcatio, Si a e K R, signum T a legitur terminus sumimis, vel limes 
summtts dassis a. Supra hoc novUm ens relationes ac operatlones tantum 
defiuimus. 

Définit iones. 

1. a£KR.a?£R:o ::a?<:;Ta, = /. rt.3>>«?:-=A. 
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2. a£KR.a?£R:o:::a? = Ta. = .-/.a,5>a?:=:A-*w£R-î^ 

< ^ • 0« •*• ^ • 3 > ^ • ■ = A- 

3. aeKR. a;£R:o/.a;>Ta.=::a?-<Ta.a?- = Ta. 

4. rc£R.o::a5=.-.T:R.9<a?. 

Explicatio. Signum Q legîtur qtiantitaSf numerosque indicat reaies po- 
sitives, rationales aut irrationales, et œ exceptis. 

DefinitUmes. 

5. Q=[a?£](a8KR: a-=A-R-3>Ta.-=A:Ta=aj.-.-=A). 

6. a, /> eQ . :: a = 6 • = .'• R . 3< a : = : R . 3 < 6. 

7. a, &£Q.o::a<:;&. = /. R.3>•a.3<&:- = A• 
8. a, 6 £ Q . : 6 > a . = . a < 6. 

9. a £ Q . .-. R . 3 < a : - = A- 

10. afiQ.Q/. R.^^ai-zziA- 
ll. RoQ. 

12. a, & £ Q . . a 4- b = T [5^ £]( [(a?, 2/)£]:ir, y£R.ir<;a.y<;6 

.r» + y = xr.\- = A). 

13. a, & £ Q . . a& = T {o ej ([(.?•, y) e] : .r, y £ R . ^r; <ia .y<ih ,xy 

= j .*. ■ = a). 

Ut valeaiit hae défini tiones, demonstrandum est subsistore propositiones 
12 et 13, si a, 6 £ R. 

SubtractiOTiem et divisionem ut operationes inversas additionis et multi- 
plicationiti definire licet. 

Nei dieci anni trascorsi da questa prima applicazione délia Logica ma- 
tematica ad oggi, il simbolismo si è alquanto trasformato. 

Avendo il segno < il valore di « è minore di j>, nel lavoro dol 1889 si 
è rappresentato con 3< l'ospressione « minore di />, sicchè £3< ritornaa 
valere <. Ma, per diminuire il numéro délie convenzioni, questa notazione 
non tu più in seguito usata, sicchô la classe « minore di ûf » indicata allora 
con « 3 < a » è ora indicata colla scrittura x 3 1 x<r/\ 

Invece di a - =: ^y (la classe a non è la classe nulla\ si è introdotta la 
notazione g a fesistono degli a. Vedasi F,N1 nota alla P400. 

Si è cambiata la forma del segno K, trasformato in Cis; co me pure al 
segno d'inversione, allora indicato colle pareuttîsi quadre, sicchè [jcf] di 
quel lavoro ora si scrive x 3. Il segno aritmetico T si è scritto poi sotto la 
forma 1' (limite superiore). 
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Le convenzioni cspresse in F2N2 P019 e analoghe, per cui si chiama somma 
di due classi w e t' e si indica con u-\-v, la classe ottenuta sommando ogni 
u con ogni v, permettono pure qualche riduzione. 

Tenendo conto di queste trasformazioni, le P precedenti diventano : 

US CIs'R . xsR .3^ 

1. axCïu .=. ^ur(x+B,} Df 

2. x= Vu .=:: -a u.^(x-{-B,) : ysR . y<Cx .^y • a ^^!/+R) Df 

3. ir> Yu .=. m(x < Vu) . ^oc= Vu) Df 

4. x= V R« y3{y<Oo) 

5. Q = X3\ a Cls'R « a3[ aa . a R« y3{y> Va) . ir= Ta ] \ Df 
a,&£Q .3: 6. a=b .=.Bf^z3{z<Ca) = ^z3{z<J)) Df 
7.8. a<ft .=. b>a .=. a R^ a75(a<ir<&) Df 
9.-11. aRoa?3(a?<a) , aR^a?3(ir>a) . R^Q 

12. a+6 = r 1[R« a73(a?<a)] + [»> a73(a?<b)]t Df 

13. axb= > X » '^ 

14. a<& . 3 . ft— a = ? Q^ a73(a+.r =??) Df 

15. /a=7<^^a3{xxa=l) Df 

16. msN,.'^.a"' = l{xa)m Df 

17. * .3. "> = ? Q« ^^(.r'^i^a) Df 

Esse significano: 

Sia u una classe di R. Noi introduciamo la funzione \'u (limite supe- 
riore degli a\ di cui non diamo una definizione nominale, cioè délia forma 

l'wzr (espressione composta mediante i segni precedenti); 
ma definiamo solo le relazioni in cui figura questo sogno. Essendo x im razio- 
nale, diremo, PI, che a:<l'M, quando esistono degli u maggiori di x. Le P2 
e 3 definiseono le relazioni »«= l'a e x > 1 w. Si de.duce (P4), che un numéro 
razionale è il limite superiore dei numeri più piccoli di esso. 

P5. Il limite superiore d'una classe di razionali, supposto perô questa 
classe efifettivamcnte esistente, onde Cwscludorc lo 0, e taie che esistano dei 
numeri y maggiori d'ogni numéro délia classe, onde escludere l'œ, chia- 
masi quantità, o numéro reale positivo, e in simboli Q. 

P6. Due quantità a e h diconsi eguali, se ogni razionale minore dell'ima 
è pure minore dcU'altra, e viceversa. P7. Si dicc «<&, o 6>« se esistono 
razionali compresi fra a e b. Ne risulta (P9, 10) che data una quantità 
qualunque, esistono razionali minori, ed altri maggiori di essa. Ogni R è un Q. 

P12. Dicesi somma di due quantité a e & il limite superiore délie somme 
d'un numéro razionale minore di a, con un razionale minore di b. Analo- 
gamente pel prodotto. 
P14-17. Le altre operazioni si definiseono corne per i numeri razionali. 
Si puô aggiungcpe la 

1'. a;<rR 

«ogni razionale è minore dei limite superiore délia classe R» 
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§3 

Invece che dagli H, razionali assoluti, si potrebbe partire dagli r, ra- 
zionali relatîvi, o con segno. Ecco alcune proposizioni trasfoFinate : 

ue Cls'r . œer .3- 

1. fl?< ^li .=. X£ u—B, Df 

2. oc= Vu .=. a;— R = ^^—R Df 

4 x= r(a?— R) 

Invece di deflnîre le relazioni = e < fra Q, che sono i limiti superiori 
di classi spécial!, in cui si era escluso lo e Too, si possono definire in 
générale : 

UyVe Cls'r 3- 

6. Yu == \v .=. t«— R = r— R Df 
6'. 1'?^ = l'(2«-R) 

7. Xu < 1'?^ .=. lV>r?^ — . a (f-RHî^-R) Df 

8. Yu ^ IV .=. ^(-R ;3 r-R Df 

Si possono considerare le 7 e 8 corne definizîoni indipendentî, e i segnî 
< e â corne scgni semplici, e dedurre le P151*7*9; ovvero assumere una 
di queste corne def. al posto di una délie 7 e 8 ora scritte. 

Segnendo quosta via conviene definire direttamente « q » o « quantité 
relativa » eioè il numéro reale con segno, anzichè Q. Si potrà porre 

5. q= X3 a Cls'r ^ a5[aa . a r*(a— R) , a:== l'a] Dt 

5'. Q= q« a:5(a'>0) 

Questo procedimonto perô non conviene alla disposizîone del Formu- 
lario; poichè essendo tutte le prop. e teorie ordinate a seconda dei segni 
che vi figurano, una teoria che contenga il segno R, ma non r, deve ne- 
cessariamente preccdere quella che conticne r. La disposizione del FormuL 
anche qui va d'accordo colTuso comuno, perche neirinsegnanicnto suolsi 
parlare prima dei Q, numeri reali assoluti, e j)oi dei q. 

Si puô fare la teoria dei Q, scrivendo formule egualmente semplici délie 
precedenti, introducendo un segno per indicare « frazione propria », cui 
daremo la forma i^. Hicordiamo che già in F,N2, S significa « la parte fra- 
zionaria di »; e in F^ 6 significa « l'intervallo fra ed 1 ». Essendo la 
nuova idea affine aile precedenti, si indicherà con un segno pure simile. 
Le P seguenti hanno la forma consueta del Formulario. Qualche citazione 
si riferisce all'edizione in corso di stampa; ma il lettore non troverà difli- 
coltîi a riscontrarle nellVdizione pubblicata. 
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§4 ^ 

R < * 

•0 # = R^ a;3{x<Cl) != " fraction propre " ( Df 

No + N, - X / R < * 
•01 R-N, =z No+i> -02 1— i? = i? -03 *=:R^l— R) Df? 

M 1 œ^yeê .3- ^-2/ £* t §> ^^'2 D P ] 

[ afis^i . a;= a/(a+ô) . y=z (a+l)/(«+&+l) . §> P7-4 O- a?<:i^ ■ y<l O- Ths ] 
•i 3 *d =1? [ P-11 O. ^OO^ : P'12 O. Oi9^ O. P ] 

•14t *Ni = i>R=R -15 R = i?w/i?wd 

a,&eR .3- 

•2i i>a = R^a?3(a:<a) = R^a— R) 

•22 &<a.=:. 6ei?a 

•23 'ùa'^&b r^. a^h [ Hp .3 6-£^fe O- ?>-S'9'ï • D.^-<^ -D- Ths ] 
•24 i>a = i>& O- ^^^=^ [ Hp . P-23 o. rt^ . ô:^o o. Ths ] 

•25 *(a+&) = i?a + d& 

[ §X P2-02 o. i9(a+6) D i9a+i?6 (1) 

iCÊ i?a .yB^h, §> P2'3 O. cc+y b d\a^b) (2) 

(2) O. -àa+^b D i?(a+&) (3) 
(1) . (3) O. P ] 

•31 1^^^ = Rr^a;3[a^^y3(?/>^)] -32 diuv) = (ên)x{^f^) [P'13DP] 

•33 '9{u+v) = êu+^v 

[ §X P2'02 .3. i9(M+i;) 3 ^î/+^y (1) 

xsu . ysv . ZE ûx+ûy . P-25 O» «^ ^(«^H-y) 0« ^^ ^(w+v) (2) 

(2) . Ûim{x,y) O. âu+ûv D ^(w+r) (3) 

(1) . (3) O. P ] 

In conse^enza, essendo a un R (numéro razionale positivo), ^a significa 
€ frazione propria di a » , cioè « numéro razionale minore di a » ; ed essendo 
u una classe di R^ ^ vale « frazione propria di qualche u » . 

Con questo segno, le P precedenti diventano 

§5 R < ^ r 





u,ve Cla'R . aéR .3- 










1. 


(K^l'u .=. ae'&u 








Df 


2. 


a ïu *a &u Df 


4. 


a — l'da 


4'. 


l=l'i? 


6. 


lu — \'v ^u — ûv 








Df 



- I3â- 

6'. l'u = ïêu 6". l'N, = l'R = l'(a+R) 

7. l'u<Yv .=. l'»>l't« .=. %&v»u Df 

8. Vu ^ l'v .=. l'y ^ I'm .=. &u 3 ^» Df 
8'. l'u^l'B. 8". R3>M O. 1'm=1'R 



§6 

Se il r è razionale, la P'2 non definisce Vu. ma solo la relazione a =z Vu. 
Ë possibile il dare in qnesto caso la definizione nominale di Vu: 

1 . ue CLs'R . a Ra a?3(ite = '»u) r)A'u = iBr X3(^x = &u) Df 

«Sia u una classe di razionali; e supponiamo che esista un razionale x 
taie che ûx=zâu. Allora con Vu si in tende questo razionale;». Si deduce: 

2. HypPl 3. Vu éR . êVu = '&u 

[ x,yàR . êxz=:du . dyz=iûu . §^P-24 O- a?=y (1) 

(1) . Hyp. §;P431 O. P ] 

3. asSi . ]3 . a=: Ti^a = Via 

4. w£ Cls'R . aéS, .&a = êu r^, a= Vu 

Perô dalla 1 non si puo dednrre la P2 del §5, poichè Vu ha solo senso 
nell'HypPl. Questa P si potrà dedurre dalla attuale PI, e dalla §5P6. 

Ricordiamo poi che le definizioni del §5 non sono del tutto indipendenti, 
cioè si sovrappongono alquanto. Invero, le relazioni l'w = ^^', l'w<ri?,... 
hanno già significato se questi 1' sono razionali ; si deve provare che queste 
definizioni concordano con proposizioni note in questo caso particolare, il 
che è conseguenza immediata délie P'23'24 di §^. Anche le definizioni a < Vu 
a > Vu si possono dedurre dalla a = l'w e I'm < Vv. 



§7 

Prima di procedere oltre, è opportuno introdurre un'operazione di logica, 
di cui già si è parlato in Fo§32-33, e in altri lavori, quantunque finora 
nelle applicazioni alla Matematica non se ne sia fatto uso. 

Cls e f ' ' 

ajb,c,deCls . ne Ma . ve a}b . c'^a . d'^a r^. 

•0 u^a = j/3'3La^,X3{u.x=y) Df -Oi a'v = t/3 'Si of^ X3(xv =y) Df 

i xea .3- ^^^ £ ?^'<^ [ Hp . P-O O. ux =y O. ys n'a : P84 O- Ts ] p. 

•2 u^a'^b 






[ Hp . P501 . P84 O: ^£Ci . ux=:y .3. ysb (1) 

Hp . PO . (1) O: ysu'a O- y^à O. Ts ] 



•3 œea .'^. u^uc = iicœ '^ 

[ Hp . P422 . P505 O. u€(bfiœ) (1) 

Hp , (1) . PO O: ysuUx .^ . g ixf>Z3(uz::=y) . P424 .zry . 

xs[z3{uz=zy)] .=ry . ux=zy . P421 .=y . yfi«/x (2) 
Hp . (2) . P17 O. Ts ] 

•6 w£ (6fa)rcp .=: t*£ (6fa)Sim . w^a =b "^ 

•7 te Cls 3- Cls'ft = y3 a Cls n{r3(a;ft =y) = CIs« y3(yZ)^) ^^ 

Il scgno t^*a, che si deve considerare decomposto in (u^)a, corrisponde 
alla frase «u degli a» o «iz di qualche a». Il segno * si puô sottintendere 
in più casi, specialmente nelle formule algebriche, ma non sempre ciô è 
lecito, senza produrre ambigoità. 

In conseguenza Cls'R significa « classe di razionali », corne è scritto sempre 
in questo artlcolo. In F,N1 e N2 Tapostrofo era roveaciato. 

§8 

Fra le classi di R meritano menzione spéciale quelle che moltiplicate per 
1^ si riproducono ; cioè soddisfano alla condizlone ûu =r u. Esse sono le classi 
tali che se un R vi appartiene, ogni R più piccolo di esso appartiene pure 
alla medesima ; e viceversa, ogni numéro délia classe ppssa essere superato 
da qualche numéro délia stessa classe; quest'ultima condizione équivale a 
dire che la classe non ha massimo. Aggiungendo a queste classi la condi- 
zione che esse esistano efifettivamente e che non contengano tutti i numeri 
razionali, si ottengono classi, che si possono chiamare « segmenti di razio- 
nali » , o « segmenti » , e che indicherô col simbolo i Sgra » . La definizione 
e le principali proprietà di questi segmenti sono espresse dalle P seguenti : 

R û Sgm 

•0 Sgm = Cls'R f^ a3{:&a =a . aa . a R-a) Df 

•04 as Sgm .=. as Cls'R . i?a = a . aa . a R^a [=P0] 

•02 uE Cls'R . ai^ . a B^u .3* '^^ ^ Sgm 

[ Hyp . POl . §^P13 o. Ths ] 

•03 i?£Sgm -04 a?£R 3- ^'^ ^ Sgm 

•05 as Sgm . ye R-a .3 ^Z) % 

apjCe Sgm r^. 

•i a+6 £ Sgm . a+6 = &+a . a+&+(? = (a+&)+c = a+(64-c) 

•2 axb s Sgm , ab = ba . abc = {ab)c = a(bc) . a(6+c) =: a6+ac 

•3 a Sgm ^ i^3[ -a R^ X3[ n= i?a? )] 

I segmenti cosi definiti non differiscono che per la nomenclatura dai nu- 
meri reali. La somma ed il prodotto di due segmenti è già stata definita 
precedentemente in F, N2 P019 e analoghe. In queste operazioni + e X, i 
segmenti si comportano corne i numeri reali. 



Ma, esôendo a e b dQÏ segmenti, a— 6, a/ô, corne pure af^., ove m è un 
intero, hanno già significato; ed esso non coincide col valore di queste 
espressioni se a e b sono numeri reali. 

P. es. se w è un segmento, /m, che significa «reciproco di qualche u» 
non è più un segmento. Analogamente w*, che vuol dire « prodotto di due 
u egTiali», non è un segmento; esso non vale uti, prodotto di un u per 
un u. 

Si potrebbero definire délie nuove operazioni, che indicherô pel momento 
con —', /', 1^', ponendo 

a,b e Sgm .3- W^ = ' Sgmn X9{ xa :=ib ) . a|^'2 = ayja ... 

La sopprcssione da F|N2 délie convenzioni espresse dalla P019 e analoghe, 
permetterebbe di indicare cogli stcssi segni — / h le operazioni ora definite ; 
ma quelle convenzioni sono assai utili. 

Anche in altri casi un numéro reale è considerato come un oggetto di- 
verso da un segmento di razionali. 

-Si scrive 1<\|2, >J2<^3, mentrechô, considerando ^2 e v|3 quali seg- 
menti, queste relazioni si possono scrivere 1 b ^2, ^23\|3. 

Il numéro 1 e il segmento d hanno proprietà diverse. 

Nell'uso comune il numéro xeale, quantunque sia determinato da un 
segmento w, e lo detennini, si considéra come l'estremo, o termine o limite 
superiore del segmento. 

È possibile, parlando sempre di segmenti, di costrurre una teoria com- 
pléta degli irrazionali ; ma le formule, ove si voglia escludere ogni pericolo 
di ambiguità, si presentano sotto una forma alquanto diversa da quella in 
uso oggi in Algcbra. 

Pur convenendo che questa forma è propria délie civiltà in cui viviamo, 
e che gran parte dei teoremi relativi a questa teoria già trovansi in Euclide, 
sotto forma dififërente, tuttavia è necessario accordare le nostre notazioni 
con quelle usate da tutti. 

§9. 

Mantenendo sempre distinti il segmento ed il numéro reale, suo limite 
superiore, potrenio riprodurre somplificate le Pl,2,6,7,8 del §2: 

1. a<iXu.=i.a£u Df 2. a = l'w .=. i?a =w Df 



6. ïu = \v,-=.i(.=v Df 7. l'w < l't? .=. a î?-i^ Df 

8. ïu^Yv.=,u'^v Df 

Alcune altre proposizioni si semplîficano ancora, se, essendo a un Q, si 

indica con ,\a quel segmento di razionali, il cui limite superiore è a. 
Si ottiene: 

§10 Sgm r Q ,1 

'1 Q=l''Sgm Df 
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•2 aeQ .3 M^ = ^ ^^^ ^ ii3{a=^ Vu) Df 

•3 ue Sgm r). Yu eQ . j Y ii =^^ 

•i aeQ .[3. ja e Sgm . l'ja =« 

a,&£Q r^: '5 a=6 .=. ja = \h 

•6 a+& = l'{ja+J&) -7 axh = Y(^ax\h) Df 

•8 a<6 .=. 6e 6 + Q .=. a (j&H J^) 

§11 

Si puô introdurre il limite inferiore, 1,, dei mimeri di una classe o diret- 
tamente, come nelle Pl-8, collegandolo col limite superiore come nellc 
P9-11 seguenti. Il segno «Df» qui vuol dire «definizioue possibile « . • 

Ujve Cls'R . asR, ry. 

•i à^\u .=. aeûu Df 

•2 0=1,2^ .=. a/»= u/» Df 

•3 a R^ X3(x/ê = n/d) 0. \h = 1 R^ X3(:x/^ = v/ê) Df 
'4 a = \(a/&) = \ta ' -4' \—\/'» 

•s li^^ = \v .=. ?//i? = r/t> Df 

•6 li2« = l.iu/'d) 

•7 l,?.^>lir .=. a(r/i>)-(ie/«?) Df 

•8 l.H'^X.v .=r. H/»^r/& Df 

•i 1^« =: 1, R-(ï^iO Df '\ \ \h = YR^{u/9) Df 

Ml r?( = \v .=. au = R-(?yd) .=. ?•/!? := R-(e?//) Df 

§12 

La parola « definiziono », anche nei libri di Matematica, ha più significati. 

Il prof. C. Burali-Forti, nel trattato « TaOffica Matemaiicay Milano a. 1894 
p. 120-148 » ha classificatc», le definizioni che si inçontraiio nelle teorie già 
espresse in simboli ideog^rafiei, distin^uendole i-oi nomi: definizioui nominali, 
per indozione, per astrazione, ecc. Di qucste varie specie di definizioni, le 
nominali si presentano come le più soddisfacenti. Moite delinizioni délie 
altre specie contenute nei primi lavori di L<)(/ica Matematica poterono essore 
trasformate in definizioni nominali. Délie definîzioni per astrazione, in ¥^"2 
(Aritmetica) non se ne incontra più che iina sola, la 'P2I0'1, per definire 
il numéro cardinale, potenza, di un insicmc. 

Il l'u, nella teoria esposta, salvo il caso spéciale del §6, non è definito 
nominalmente, cioè non si ha una definizione dcUa forma 

ne, Cls'R . 3- 1'^ = (espressione composta coi se<>'ni precedenti) 
ma è definito per astrazione, cioè sono definite le relazioni =r > < fra un 
razionale ed un limite superiore, e fra due limiti superiori. 
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Una definizîone nominale non si puô dare altrimenti che îdentificando i 
numeri reali coi seginenti di razionali, e costruendo sui primi nna nomen- 
clatura diversa da quel la gîà nsata sui sccondi. 

Porremo adunque: 

ue Cls'R r). 
i Yu = ^u Df 

•3 aeR Q. a= XM Df 

Colla P'I noi conveniamo di indicare con Vu (limite superiore degli u) 
ciô che già si è chiamato ^. 

P"2. Noi scriveremo l'M^rvinvece di ^îO»^; cioè se la relazione con- 
siderata fra le classi « e v è scritta coi i>, metteremo fraraezzo il segno 3; 
se è scritta coi 1', useremo il segno ^. 

Secondo l'uso comune i numeri razionali sono compresi fra i reali : R3 Q- 
Questa coincidenza non è una verità assoluta, ma il risultato di una con- 
venzione générale, secondo la quale i numeri assoluti sono contenuti nei 
niuneri con segno, Nq^î^» t?'i intieri nei frattî, N,3Ki ^ cosi via, nelle 
successive gênerai îzzazioni del termine «numéro». Queste gênerai izzazioni 
non trovansi ad esempio in Eudide, ove sono sem'pre considerati come oggetti 
distinti un numéro intero, e la sua ragione aU'unità. 

Volendo far entrare gli R nei Q, poniamo la detinizione P'3, cioô iden- 
tifîchiamo, ossia indichiamo collo stesso segno il razionale a, e il limite 
superiore dei razionali minori di a, 

Essa, tenendo conto délia *! si puô pure scrivere : 

Si deduce: 
•3" 1=*, 

cioè, d'ora in avanti, invece di si scriverà 1 ; e il lettore dovrà dedurrc 
dal conteste délia formula se il segno 1 indica il numéro intiero 1, ovvero 
la classe i?. 

Quantunque i simboli Q e Sgm siano equivalenti, pure, se a,6£Q, a— 6, 
ajh,,.. hanno il valore dato dalle P 14 ecc, di §2; se invece a e h sono Sgm, 
le altre operazioni hanno il significato di cui è parlato nei §8. 

Definizioni délia forma délie -3, -3 ,-3" già si incontrano in FjNâ: 

P03i)-1 aeNoO.azz+a 

054 rt,6f N, O. hja = {Xlnja) 

le quali dicono che noi indichiamo collo stesso segno il numéro assoluto a, 
e Toperazione aggiungere a; 

come pure il quoziente ô/a, e l'operazione « moltiplicare per b e poi di- 
videre per a » . 

In que^ste definizioni ambi i membri sono espressioni note. 

Perô la via indicata dal présente §12, quantunque elimini la definizione 
per astrazione del 1', parmi meno pratica di quella seguita precedentemente. 
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Accennatî cosl varî procedimenti con cui si puô ridurre in simboli ideo- 
grafici la teoria degli irrazionali, è intéressante Tesaminare corne alcuni 
Auto ri hanno esposte qneste definizioni. 

Gui 1min, Définitions préciser arithmétiques des racines et des logarithmes 
incommensurables, Nouv, Annales, a 1847, p. 313-323, dice : 

«Qu'est-ce que v|2?... 

« Le^ racines approchées par défaut forment une suite croissante ; ce^ 
« nombres ont cependant une limite supérieure, car aucun d'eux ne peut 
« dépasser une quelconque des racines correspondantes par excès.» 

Cioè, secondo TA., y|2 è, per dcfinizione, il limite superiore délia classe 
di razionali formata dalle radici approssimate per diffetto. 

Ciô difiTerisce poco dalla nostra teoria, secondo cui il numéro reale è, per 
definizione, il limite superiore di una classe di razionali. 

J. Bertrand, Traité d* Arithmétique, Paris, a. 1851, oltre il passo già 
citato nel §1, dice a p. 231: 

« Nous supposons que cette définition (du nombre incommensurable) con- 
« siste a indiquer quels sont les nombres commensurables plus petits ou plus 
« grands que lui. » 

Quindi, secondo l'A. un numéro reale è definito mediante la classe dei 
razionali minori di esso (o quella dei maggiori). 

Questa classe di numeri razionali, che diciamo essere più piccoli dei nu- 
méro a definirsi, non puô essere qualunque. E sottinteso che se contiene 
un R, contenga i suoi minori ; che non abbia massimo ; che esista cfiTettiva- 
ment^, e che non coïncida colla classe R. Questa classe è pcrtanto un seg- 
mento. Dunque un numéro reale è definito da un segmente. 

II passo per distinguere Q da Sgm non è sviluppato. 

R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, a. 1872, p. 12, dice: 

« Ist nun irgend eine Eintheilung des Systems R in zwei Classen ^„ Aj 
* gegeben, welche nur die charakt^ristische Eigenschaft besitzt, das jede Zahl 
« «1 in A^ kleiner ist, als jede Zahl a^ in A^, so wollen wir der Kùrze halber 
« eine solche Eintheilung einen Se h n i 1 1 nennen und mit (A^, A^) bezeichnen » . 

La sezione i^Schnitt) dell'A. è l'insieme d'un segmento A^ e dei suo com- 
plemento R--^^, se essa è determinata da un numéro irrazionale, ovvero 
anche da un razionale, purchè questo non si comprenda nel segmento: 

«Jede rationale Zahl a zwei Schnitte hervorbringt, welche wir aber nicht 
«c als wesentlich verschieden ansehen wollen » . 

Eliminato questo caso di eccezione, lo Schnitt ed il segmento sono forme 
diverse délia stessa idea. 

< Jedesmal nun, wenn ein Schnitt (.4,, A2) vorliegt, welcher durch keine 
«rationale Zahl liervorgebracht wird, so erschaffen wir eine neue, eine 
«irrationale Zahl a, welche wir als durch diesen Schnitt (J,, A^) voU- 
«sUindig definirt ansehen.» 

In questo «erschaflTen» fcreare) è appunto indicato che il numéro reale 
è considerato corne un ente diverse dalla sezione, o segmento. 

M. Pasch, Einleitung in die Differential- und Integralrechnung, a. 1872, 
alla cui teoria noi maggiormente ci siamo avvicinati nei §8 e 12, chiama 
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« Strecke » il segmento. Si puô rîscontrare l'équivalente délie nostre P 'S-l 
del §12 a pag. 4 e 11 sotto la forma: 

«Wird die Strecke A durch die Zahl a begrenzt, so ist -4=a». 

«... werden wir uns einfaeh des Wertes ,, Zahl " kûnftig statt ,, Strecke ** 
«... bedienen. » 

G. Ricci, Délia leoria dei numeri irrazionali seconda il concetto di De- 
dekind, Giorn. di Matom., a. 1897, t. 34, introduce gli irrazionali mediante 
il Posfulafo : « Ad o^ni ripartizione di Dedekind taie che ogni numéro ra- 
zionale trovi posto o nella prima o nella seconda classe corrisponde uno ed 
un solo numéro, che sarà dette numéro irrazionah » . 

G. Cantor, Math. Ann.^ t. 5, a. 1871, p. 128 e Math, Ann.^ t. 21, 
a. 1883, p. 567, prende per base una successione di numeri razionali, che 
soddisfano alla condizione générale di convergenza; il numéro roale è un 
ente determinato da questa successione: «und ich ordno ihr eine durch sie 
« zu definirende Zahl zu » . 

Essa si puô enunciare sotto la forma: 

xe r f No : /leR r^h . a N^^ ni3[ pe /;?+N, r^p. mod(xp —Xm) <Ch]: 

che, sotto forma di teorema, trovasi in Bolzano, a. 1817 §7. 

Ora ogni successione di razionali crescente continuamente, ma non inde- 
finitamente, soddisfa alla condizione di convergenza. E viccversa ogni quan- 
tité è il limite di una successione siffatta di razionali. Quindi basta limi- 
tarci a queste série particolari. Ma allora il limite délia successione è il limite 
superiore délia classe formata dai numeri délia successione : 

/•£(rfN„)cres Q. limf=Vf'^, 

Sicchè, mettendoci da qucsto punfo di vista più semplice, ma altrettanto 
générale, la teoria di Cantor si riduce a quel la dei limiti superiori. 

Ch. Mt'tray, Leçonn nouvelles sur V analyse infinitésimale, a. 1894, ripro- 
duce una sua teoria, già pubblicata nel 1869 e 1872, e simile a quella di 
Cantor. Parte dalle «variantes convergentes», cio^, funzioni di più numeri 
interi, detti indici, che soddisfano al criterio générale di convergenza; ea 
pag. 31 : 

« On préfère uniformiser et imaginer le langage par un ensemble de 
« conventions... » 

« Quand une variante convergente ne tend pa.s vers quelque limite, on 
« lui en assigne une idéale, qu'on nomme im nombre ou une quantité incom- 
'^ mensurable. » 

Weierstrass nelle sue lezioni cspose una teoria dei numeri reali, di 
cui non conosciamo che riproduzioni discordanti. Vedasi Encyklopàdie, 
a. 1898, p. 55, nota (27). 

J. Tanner y, Introduction à la théorie des Fonctions ^ a. 1886, espone le 
teorie di Dedekind e di Cantor. 

P. Bachmann, Vorlesungen Uber die Natur der Irrationalzahlen, a. 1892, 
considéra due successioni, l'una crescente e l'altra decrescente, di cui la 
diiferenza diventa infiniUmente piccola, e pone la definizione (p. 8; : 
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«Diebeiden gegen einander convergirenden Zahlenreihen bestimmen 
«mit einander eine Zabi oder eë entspreche ihnen eine 2iahl. » 

A. Capelli, Algébra Compiementare, a. 1898, segiiendo altrc sue pubbli- 
cazioni precedeuti, sostituisce aile due succeHHÎoni délie clasni ; e quantuuque 
indichi (p. 12) con a^ «j... gli individui di una classe, avverte (p. 28): 

« che con eiô non intendiamo stabilire fra le a alcuu ordiue di sucées- 
« sione o di grandezza. » 

Al tri A. fanno lievi inoditicazioni ai metodi précèdent!. 

Un Q è definito da un Sgin e viceversa dato que^to è determinato quello ; 
conie pure un Q è definito da una sezione di Dedekind, e la definisce, eli- 
minata l'ecCezione di cui si è parlato, poichè la sezione ed il Sgm si corri- 
spondono univocamente fra loro. Invece dato un Q, esistono infinité succes- 
sioni di cui esso è il limite, ed esistono infinité classi di R di cui esso è il 
limita superiore, ed infinité coppie di classi contigue di cui esso è limite di 
separazione. 

Quasi tutti gli A. cbe partono da una rappresentazione non reciproca dei 
Q, dànno délie operazioni + ^ X definizioni non oraogenee. 

La definizione délia somma, ad es. deve avère la forma: 
a,beQ. O- «+^ = (espressionc composta colle lettere a e b e con sim- 
boli fissi). 

La forma più semplice è quella che trovasi in §10 PG. 

Non è regolare il definire corne somma di due irrazionali il limite délia 
successione che si ottiene sommando i termini corrispondenti di due suc- 
cession! che detenninano i due sommandi. Ciô che si definisce è funzione 
délie due successioni, ma non dei numeri reali dati, poichè queste succe^i- 
sioni non ne sono funzioni. Le definizioni non omogenee sono numerose 
in molti libri. Quantunque qui si possano poi giustificare, col far vedere 
che ciô che si definisce è indipendente dalla scelta particolare délia rappre- 
sentazione dei numeri considerati, pure è bene abolirle, perché costituisc-ono 
sempre una ditticoltà per i discenti, e si possono sostituire con definizioni 
esatt4*. 

Parimenti non si ]mc) assumere per definizione la P : 

tf.re Cls'R .3 hi+ïv = lU+r) 

Conchiudendo, si hanno le proposizioni : 

a) « Ogni classe di numeri (razionalij, tutti inferiori ad un numéro 
« assegnabile, ha per limite superiore un numéro reale». 
In simboli : 

tœ Cls'R . '3t( . y/?£R . tf^ âm J^. Vu sQ . Vu ^m 

Essa si enuncia in molti trattati sotto la forma : « Una variabile crescente 
continuamente, ma non indefinitamente, tende ad un limite». 

h) «Ogni segmento (di razionali) ha un estremo a destra; ovvero ogni 
« scomposizione dei numeri (razionali) in due classi tali che ogni numéro 
«délia prima sia minore d'ogni numéro délia seconda, è fatta da un numéro 
« reale » . In simboli : 

uE'ègmr^.Xu 8Q 
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ri «Ogni snccessione ^^di razionali), che soddîsfi al critorio di conver- 
«crenza, converge effettivamente verso un limite». 
Già fu empressa in simboli. 
r/j « Date due classi (di razionali), tali che ogni numéro doUa prima 
sia minore (o = i d*ogni numéro délia seconda, e tali che il limite inferiore 
délie loro differenze sia 0, esiste uno ed un solo numéro reale maggiorc 
(o z= ) di tutti i numeri délia prima, e minore (o =') di tutti i membri délia 
seconda. » 
lu simboli: 

yec . mod(j/— jrXA r^. Vu £Q . l^r eQ . Yn = l,r 

Queste P, tutte vere, anche se si sopprime la condizione << di razionnli » 
scritta fra parentesi, si deducono tacilment<» l'una dalPaltra. Una di esse 
deve essere trastbrmata in delinizione degli irrazionali. Varia l'opinione 
degli A. sulla sua scelt^i. 

Nelle applicazioni, specialniente airanalisi, si ricorre più spesso aile P 
r/i e Cl. Anzi nei comuni trattati, per riconoscere la convergenza délie série, 
o di integrali, ecc. si fa uso quasi costante délia c>. Quindi è giustificata 
Popiniono di Cantor (ib. p. 565 , che il suo metodo sia «die einfachste und 
natùrlichste von allen » e, corne parlando di quello di Dedekind, p. 567, 
Egli dica: «die Zahlen in der Analysis niemah m der Form von ** Schnitten ,, 
darbieten, in welche sie erst mitgrosser Kunst undUmsUlndlichkeitgebrncht 
werden mûssen. » 

Ma in alcuni miel lavori ho fatto vedere che la definizione di intégrale 
dipende dal solo concetto di limite superiore, e non da quello di limite verso 
cui converge una funzione ; come pure, nelle applicazioni geonietriche, che 
convenga ad es. delinire la lunghezza d'un arco di curva quale limite» 
superiore délie lunghezze delle poligonali inscritte, anzichè (|uale limite 
verso cui converge la lunghezza di queste (vedi Etwyclojx'Uiie, e. 72 u Sicchè 
la forma più conveniente del principio che si applica costantemente in ana- 
lisi parmi sia la a), a cui quindi conviene attaccare direttamente la deli- 
nizione deir irrazionale. 
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REVUE DE MATHÉMATIQUES 




Formules de Logique 

par G. Peano 



La lettre F suivie de Tannée, indique les éditions des c for- 
mules de Logique mathématique », que nous avons successi- 
vement publiées: 

FI 888 = Calcolo geometrico, preceduto dalle operazioni délia 
logica deduttiva. 

F1889 = Arithmetices princîpia, nova methodo exposita. 

F 1894 = Introduction au Formulaire de Mathématiques. 

F1895 = Formulaire de Mathématiques t.l, partie I. Il a été 
publié partiellement dans la RdM. a.1891-1895. 

F1897 = Formulaire de Mathém. t.2 NI. 

F1898 z= » » t.2 N2. 

F1899 = » » t.2 N3. 

Les symboles de Logique, combinés avec les symboles plus 
répandus de l'Analyse, constituent une idéographie, par laquelle 
on peut exprimer les différentes théories mathématiques. 

Cette idéographie est déjà assez vaste, car le Formulaire a.l899, 
contient les principales propositions, de l'Arithmétique à la Géo- 
métrie et aux principes du calcul intégral, complètement expri- 
mées en symboles. 

Ces propositions ont la forme des formules algébriques com- 
munes. La différence est que les formules communes ne sont 
que la partie symbolique de l'énoncé d'une proposition ; les 
formulaires publiés par diflférents Auteurs ne contiennent en 
général que des fragments de propositions ; ces formules isolées 
sont quelquefois inintelligibles ; les conditions restrictives pour 
la validité des théorèmes manquent en général. 

Les formules que nous publions ici sont des propositions com- 
plètes, avec la signification des lettres, et toutes les limitations 
nécessaires. 

20. Vn. igOO BdM. t.7 1 
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Les mots du langage math(^matiqvie commun montent à plu- 
sieurs milliers (il y en a 1000 à peu près dans les Œuvres d'Ar- 
chimède). Toutes ces idées sont exprim es, dans F1899, par en- 
viron 100 symboles. 

Nous avons conservé aux symboles la forme commune, lorsque 
cela a été possible; ex: + , — , X ,> , = ,0,1, 2,... log , sin , e , n.,. 
Lorsqu'il y a plusieurs notations en usage, nous avons adopté la 
plus ancienne, ou la plus répandue. Lorsque nous avons dû in- 
troduire un symbole nouveau, nous avons pris le mot du langage 
ordinaire, plus ou moins abrégé ; ex : pnt , vct , quot , rest,... 

Les propositions écrites en symboles sont notablement plus 
courtes que dans le langage ordinaire. On peut le remarquer 
dans toute proposition symbolique, qui soit suivie de renoncé 
ordinaire selon TA. qui Ta trouvée. Dans quelques cas, comme 
dans les limites, les séries, les dérivées, l'énoncé ordinaire est 
tellement compliqué, qu'on supprime en général quelques con- 
ditions importantes. 

Cette abréviation ne dépend qu'en minime partie, d'avoir écrit 
c rest » au lieu de c reste » , mais bien de l'analyse des idées 
et par la suppression des inutiles. 

Les démonstrations, aussi réduites complètement en symboles, 
consistent dans une suite de transformations des propositions 
précédentes dans la proposition à démontrer, selon des règles 
étudiées par la Logique mathématique. 

Dans le langage ordinaire, on a plusieurs formes pour repré- 
senter une même idée indiquée ici par un symbole seul. Nous 
donnons à chaque symbole un nom ; mais il convient de lire 
ce symbole, ou un ensemble de symboles, sous- une forme qui 
satisfasse aux lois du langage ordinaire. 

Un peu d'exercice permet de lire les formules, en donnant 
aux propositions la tournure à laquelle nous sommes habitués. 

L'histoire de la Logique mathématique est contenue dans les 
formules suivantes ; car les propositions ^ont accompagnées de 
la citation des Auteurs qui les ont énoncées. On peut la résumer 
en quelques mots. 

Les propositions de logique expriment des formes de raison- 
nement très communes dans les sciences mathématiques ; elles 
sont en partie intuitives. On ne peut pas indiquer celui qui, le 
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premier a fait usage du raisonnement d'une forme donnée ; mais 
nous pouvons bien indiquer TA. qui Ta explicitement énoncée, 
et qui Ta réduite en symboles. 

Quelques formes de raisonnement, comme le syllogisme ont 
été analysées par Arïstote (Voir §1 P2'4). 

Peut-être que dans les œuvres des scolastiques on trouvera 
d'autres formes ; mais la logique mathématiqne doit ses princi- 
paux théorèmes à Leibniz. Il a introduit* des symboles pour in- 
diquer lés opérations et les relations logiques entre classes ; et 
il a écrit les principales formules logiques qui contiennent une 
seule fois le signe =. (Voir §1 P2-4, 4*2, §2 P2-1, etc.). 

Le nombre de ces formules a été augmenté par Boole a. 1854 
(§1 P4-3...) et par Schrôder a.l877 (§2 P3-2...). 

McColl a.l878 et Peirce a.1867-1880 ont introduit les signes 
de déduction et d'égalité entre propositions : ils sont arrivés 
à exprimer des formules contenant plusieurs de ces signes, ré- 
duites partiellement en symboles par les A. précédents. Voir 
§1 P3'6 4-0 5-3 

Un grand nombre d'A., qui ont étudié les mêmes questions, 
sont mentionnés dans les formules suivantes, ou dans les édi- 
tions précédentes, ou leurs résultats ne sont pas encore réduits 
en svmboles. 

Dans F1888 et 1889, par l'introduction des signes e et 5, nous 
avons expliqué la relation entre les deux calculs, entre classes, 
et entre propositions, et nous avons entièrement énoncé en sym- 
boles un ensemble de propositions. 

Plusieurs A. ont appliqué cette idéographie à différentes théories 
mathématiques ; en voici la liste : 



F. Amodeo, Arifmefica particolare e générale^ Napoli, 1900, p. 411. 

R. Bettazzi, F t.l partie VII. RdM. t.4 p.l61. 

C. Burali Forti, Collaboration à F t.l partie III. RdM. t.3 p.75. 

— F t.l partie IV. Tearia délie Grandezse. RdM. t.3 p. 76. 

— I numeri negativi. RdM. t.3 p. 138. 

— Sulle classi derivate a destra e a sînistra, TorinoA. 1894. 

— Sidle classi ordinate e i numeri transfiniti, PalermoR. 1894. 

— IjOgica mateiruifica, Milano, Hoepli, 1894. 

— Sul limite délie classi variabili, TorinoA. 1895. 

— Sur quelques propriétés des ensembles d* ensembles. MA. t.47 p.20, 
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C. Burali Forti, Il niefoclo del Grassmann nella Geometria pi^oiettiva, 
PalermoR. 1896-97. 

— I^e classi finite, TorinoA. 1896. x 

— Sopra un teorema del sig. G. Cantor, TorinoA. 1896. 

— Exjcercioe de traduotion en symboles de Logique Mathématique. Bul- 

letin de Mathématiques élémentaires, 1897. 

— Una questione sui numeri transfiniti, PalermoR. 1897. 

— Les propriétés formelles des opérations algébriques, RdM^ t.6 p. 141. 

— Sui simboli di Logica matem^tica. Il Pitagora, a. 1900, p.l. 65, 129. 

F. Castellano, Collaboration à F t.l partie II. RdM. t.3 p.l. 
M. C h i n i, Collaboration à F1898. 

L. CoTiturat, La logique mathématique de M. Peano. Revne de Méta- 
physique et de Morale, a. 1899 p. 616. 

G. Fano, Contributo alla teoria dei numeri algebrici, F t.l partie IX. 

RdM. t.5 p.l. 
C. G a r i b al d i, Contributo alla teoria degli aggregati, PalermoR. 1895. 

F. G indice, F t.l partie VIII. RdM. t.4 p.l63. 

— Sulla determinazione dei Numeri Reali medlante sommée, e jyrodotti. 

TorinoA. 1894. 
A. P-adoa, Collaboration à F1898, F1899. 

— Di alcune proposizioni fondamentali relative al mutuo separarsi di 

coppie di punti. RdM. t.6, p. 35. 

— Ideografia délie frazioni irriductbili. RdM. t.6, p. 90. 

— Note di Logica mntematica. RdM. t.6, p. 105. 

— Conférences sur la Logique mathématique. Université nouvelle de 

Bruxelles, a. 1898. 

— Conferenze tenute nella R. Università di Pavia, a. 1898-99. 

— » » - Roma, a. 1900. 

G. Peano, Principii di Geometria, Torino, Bocca, a.l889. 

— Les propositions du V^^ livre d'Euclide, Mathesis 1. 10 a. 1890. 
(Reproduit par Dickst'ein, Pojecia i metody matem^tyky a. 1891). 

— Démonstration de V intégrahilité des équations différentielles ordinaires. 

MA. t.37 a.l890. 

— Principii di Logica matematica. RdM. t.l a. 1891. 

— Principios de Tjôgica matematica. El Progreso matemâtico a. 1892 p. 20. 
(Traduction de la Note précédente). 

— Sommario dei libiH VII, VIII e IX d'Eiùclide. RdM. t.l. 

— Formule di Ijogica matematica. RdM. t.l p. 24, 182. 

— Sui concetto di numei^o. RdM. t.l p. 82, 256. 

— Sulla definizione del limite d*una funzione. RdM. t.2 p. 77. 

— Lezioni di Analisi infinités inude, Torino, a. 1893. 

(Une partie a été traduite dans : Genocchi, Differentialrechunung, 
Deutsch von Bohlmann und Schepp, a. 1899). 

— F t.l partie V. RdM. t.4 p.33. 

— Sui fondamenti délia Geometria. RdM. t.4 p. 51. 

— Notions de Logique mathématique. Congrès de Caen^ a. 1894. 
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— És'tensione di alouni teoremi di Cauohy sui limiti. TorinoÂ. a. 1894. 

— Sulla definiziùue di intégrale. AdM. a. 1895. 
[^Traduit dans Genocchi, id.). 

— Studii di Logica matematica. TorinoA. a.l897. 
(Traduit dans Genocchi, id.). 

— Generalità stille Equazioni différenziali ordinarie. TorinoA 1897. 

— Analisi délia Teoria dei Vettori. TorinoA. a.l898. 

M. P i e r i, SuipiHnolpii ohe reggonola Geometria di posizione, Note I, II, III. 
TorinoA. 1995-96. 

— Un sistema di postiUati per la Geometria Frejettiva astratta degli 

iperspazL RdM. a. 1896. 

— Sugli Enti primitivi délia Geometria proietiiva astratta. TorinoA. 1897. 

— Nuovo m>odo di svolgere deduttivamente la Geometria projettiva. Mi- 

lanoR. a.l898. 

— / prineipii délia Geometria di posizione. TorinoM. a. 1898. t. 48. 

— Délia geometria elemetitare oome sistema ipotetioo deduttivo. Mœiografia 

del punto e del moto. TorinoM. a. 1900, t.49. 
G. V a c c a, Collaboration à F1898, F1899. 

— Sui preeursori délia Logioa matematica. RdM. t.6 p. 121, p.l83. 
G. V a i 1 a t i, Un teorema di logioa matematica. RdM. t.l, p.l03. 

~ Tje propriété fondamentali délie operazioni délia logica deduttiva, 
RdM. t.l, p. 127. 

— Sui priiioipî fondamentali delta geometria délia retta. RdM t.2, p.71. 

— Dipendenza fra le propriété délie relazioni. RdM. t.2, p.l61. 

— Sulle relazioni di posizione frapunti d^una linea chiusa. RdM. t.5 p.75. 

— Sulle propriété oaratteristiohe délie varietà a una dimensions, RdM 

t.5, p. 183. 

— Collaboration à F t.l partie I. 

G. Vivanti, F t.l partie VI; RdM. t.4, p.l35. 

I. Zi g-nago, Ajypunti di Aritmetica. RdM. t.4, p. 121. 

L' Algebra der Logik de M. Schrôder a. 1890-95 appartient à un autre 
ordre d'idées. Voir RdM. t.l p.l64, t.6 p.95. 

Nous en avons tiré seulement quelques propositions (§2 P3-2). 

M. F r e g e est arrivé de son côté, a. 1894^ à une idéographie par laquelle 
il a exprimé des propositions sur Tidée de nombre. Voir RdM t.5 p. 122, t.6 p.53- 



La dernière éditioi\ complète des formules de logique a paru 
dans F 189 7. Dans les applications successives on a rencontré 
de nouvelles propositions, et Ton a vu l'utilité de nouveaux 
symboles, parus dans F 1898 et 1899. Des remarques impor- 
tantes ont été publiées par MM. Padoa RdM. t.6 et Couturat. 

Une nouvelle édition des formules de Logique est donc né- 
cessaire. Nous réproduisons ici toutes les propositions de Lo- 



gîque entièrement écrites en symboles, à l'exception de quelques 
unes, qui contiennent des symboles non adoptés dans FI 899. 

L'utilité des symboles est mise en lumière, et mesurée par 
leurs applications. Nous supprimons donc toutes les discussions 
à cet égard contenues dans les éditions précMentes. Il nous 
suflat de remarquer que les symboles contenus dans le §1, et 
notamment les trois 3> ^ ^^ ^ (sous-entendu) sont d'un usage 
universel ; ils se rencontrent partout ; combinés avec les sym- 
boles de l'Algèbre, ils permettent d'exprimer le plus grand nom- 
bre de propositions. 

Les autres symboles sont plus rarement adoptés. 

Les propositions sont ordonnées selon les signes qui entrent 
dans leur expression symbolique. Toute proposition est indiquée 
par un nombre qui a une partie entière et une décimale. 

Le signe ^ indique le changement de la partie entière. 

Les abréviations des citations bibliographiques sont expliquées 
dans FI 899. 
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§1 Cls e 3 ; 3 « = 

^ 1. Notations 

•1 a b ... 

Les lettres ah „, z a ... désignent des objets quelconques. 

Les lettres variables, dans le Form., sont toujours en italique. 

Les signes ayant une signification constante ont une forme spéciale: 
3 = H — X .-., ou bien sont indiqués par des lettres grecques s t 2^ou par 
des lettres romaines: Cls log mod ... 

On rencontre les lettrées variables dans Aristote pour représenter les idées 
de Logique (V. P2-4); elles sont d'un usage commun chez Euclide pour 
indiquer des points, des lignes, des .nombres, etc. (V. §X Pl'3 ). 

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre est réelle dans une formule, lorsque 
la valeur de la formule dépend du nom de la lettre ; dans le cas contraire la 
lettre est apparente. 

Une P (proposition) ne contenant pas de lettres variables réelles est dite 
catégorique. Sont telles les théorèmes et les définitions ; toutes les lettres qui 
y figurent sont apparentes. 

Une P contenant des variables réelles est dite conditionnelle, 

P. ex. la P : (soient a et 6 des nombres ; on a a6 = ba) 
est catégorique. La P : ab =z ba 

est conditionnelle ; elle est satisfaite si a et & sont des nombres ; elle ne Test 
pas s'ils sont des nombres complexes d'ordre supérieur, per ex. des qua- 
ternions ; elle n'a pas de signification si a et & sont des objets dont on 
n'a pas défini le produit. 

A propos des signes 3 3 I nous donnerons les règles pour reconnaître, à 
la position, les variables apparentes. 

Dans le langage commun les pronoms « ceci, cela, le même, premier, 
deuxième,... » jouent le rôle des lettres variables. On pourrait les remplacer 
par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportunes pour ne pas 
produire des ambiguïtés dans l'Arithmétique. Voir F1897 p.26. 

On divise une formule en parties par des parenthèses () [] { } 
ou par des points. 

On écrit un point là où l'on fait la division. Si à cette place on a déjà un 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi do suite. Si a,b,c,.,, désignent 
des signes quelconques, les groupements: 

a,bc àb.c ab,cd a:bc,(i ab,cd:e,fg,\hh,l 

seront identiques à 

a{bc) (ab)c {ab){cd) a[{bc)d] |[(a&)(ccQ][e(/'^)]|[(;i/c)q 



Mous donnons ia préférence aux parenthèses dans les formuies algéi)riques 
et dans les tormules composées comme les algébriques, et aux points pour 
séparer les propositions partielles d'un théorème; car dans ce cas les pa 
renthèses seraient absolument incombrantes. 

Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d'une for- 
mule par une barre horizontale supérieure ou inférieure, dite vinculum 
(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents 

seront indiqués par 

abc abc àbcd abcd abcdefghkl 



Cette convention, très claire, présente quelque difficulté typographique. 
Elle ne se rencontre plus aujourd'hui que dans les fractions et les racines. 

Si l'on complète les vinculums, en les écrivant aussi sous une lettre seule, 
on voit qu'il y a autant de points que des espaces vides dans les vinculums ; 
les points sont les compléments des vinculums. 

La suite de trois lettres peut être décomposée dans les deux formes écrites ; 
la suite de quatre lettres abcd dans les 5 formes : 

a ibc . d a :b , cd ab . cd a ,bc \d ab , c : d, 
et en général la suite de n lettres peut être décomposée en (2n)!/[n!(n+l)!] 
combinaisons binaires différentes. (F1894 §10). 

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: P3'0, 7'1, 
§u Pli, §- P1-2--4, §a PI 01, §+ P4;7, §X PI 01 ... 

Pour les faire mieux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions 
différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiques. 

Les parenthèses et les points sont des signes de l'écriture commune, bien 
quo l'usage soit différent -, dans les langages ordinaires le groupement des 
mots est indiqué par la construction. 

Les symboles du Formul. ont une signification constante. En adoptant 
les parenthèses pour grouper les parties d'une formule, on ne pourra pas 
les adopter dans une autre signification. Nous ne pourrons pas indiquer par 
(a) une puissance de a, avec Girard a.l629 (voir §Q P17fi), ou la partie 
entière de a, ou la valeur absolue de a, ou une fonction de a. En général 
une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthèses, car elle n'est 
pas groupée. 

•3 Cls 

" Cls " signifie " classe '\ 

Ce symbole a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs 
Auteurs. Il a la valeur du mot ** ôqoç *' d'Aristote, ** terminus " des scolas- 
tiques; et correspond aussi à ^^ idée générale, nom commun, ..." du langage 
ordinaire, et aux expressions ** ensemble, Menge " des mathématiciens, 
P. ex. dans l'Arithmétique représentent des Cls les mots ou les symboles : 

N ou Ni =: « nombre entier positif » 

Np = « nombre premier > 
ot par une convention générale: 

a-f-N = « a plus un N » ou « nombre plus grand que a » 
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^XN = Nxa = « multiple de a » 
N' := « nombre carré » 
N'+N* = « somme de deux carrés ». 
Dans F1899 indiquent aussi des Cls les symboles simples n R r infn â 
Sgm Q q S S put vct quaternio. 

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; elles 
sont des segments de droite dans PhilS. t.7, p. 229^ 236, ... et des cercles 
dans ses manuscrits conservés à la bibliothèque de Hannover, Philosophie, 
t.7 fasc. B.4. fol. 1-3. 
Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a.l768, et par d'autres. 

Soit a une Cls; œea signifie "a? est un a". 

i est la lettre initiale du mot èari. 

Exemples: 9 s N* 13 e N'+N* 2b»-.1 « Np 

Sur la possibilité de remplacer le signe e par une autre convention voir 
F1897 note à la P2. 

P signifie ** proposition ". Ce signe n'est pas un symbole de logique, 
car il ne se trouve pas dans lés formules ; il est une simple abréviation. 

Les P catégoriques ne sont i^as l'objet du calcul logique. 

•5 3 

Soit p une P contenant une lettre x ; la formule xsp repré- 
sente " la classe des x qui satisfont à la condition p ". 

On peut lire le signe 3 par le mot « qui ». 

Exemple : 1 s X3(x^Sx-\-2 =0) 

« l'unité est une racine de l'équation entre parenthèses ». 
Autres ex. : 

§quotP10 §DvrP10 §mp P2-6 §^P-0 §MedP10 §iPl-0 §q' P40... 

Dans la formule xsp, la lettre x est apparente. 

Les deux signes xs et X3 représentent des opérations inverses. 

Si l'on écrit le signe xs en avant d'une Cls on a une P contenant la 
variable x; réciproquement si l'on écrit le signe xs en avant d'une P de 
cette nature, on obtient une Cls. 

Les Cls et les P conditionelles ne sont donc que deux formes pour repré- 
senter la même idée. Nous préférons opérer sur les Ois. Une P condi- 
tionnelle, contenant une variable x, sera considérée sous la forme xsa, où 
a est une Cls. 



{x;y) ou (Xyy) indique le couple, ou système des objets x et y. 

Dans la notation (a?,y), très répandue en Analyse lorsqu'il s'agît de 
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fonctions de plusieurs variables, les parenthè^ses sont nécessaires, pour ne 
pas produire des ambiguïtés avec la notation P2'0. 

On peut les supprimer dans la notation (a7;y), où les parenthèses ont la 
valeur expliquée par la PI -2. 

£c;y,z indique le système des trois variables x, y, 25, qu'on peut considérer 
comme le couple formé par (x;y) et z. Voir P7*l. 

Soit p une P contenant deux variables se et y; {x\y)3p représente la 
classe des couples {x\y) qui satisfont à la condition p. 

Si a est une Cls de couples, {x\y)Ea représente une relation entre les deux 
objets X et y^ et toute relation entre les deux variables sera ici écrite sous 
la forme {x\y)5a. 

Ex : (2/5 ; 3/5) b {x'yy)B{x'+y^ z=l) 
signifie « le couple (2/5; 3/5) satisfait à l'équation x^-\-y^^=l ». 

•7 D 

Soient a et 6 des Cls. a^b signifie « tout a est 6 ». 
Soient p et g des propositions contenant une variable x ; 

signifie *' de p on déduit, quel que soit cCy la q '\ c'est-à-dire: 
" les X qui satisfont à la condition p satisferont aussi à la g ". 
Si les propositions p et g contiennent deux variables x^ y, 

signifie : " tout système x^y qui satisfait à la condition p est 
aussi une solution de la condition q ". 

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables. 

On sous-entend les indices au signe 3> lorsqu'il n'y a pas 
d' ambiguïté à craindre. 

La P aID&, qu'on peut aussi lire « la classe a est contenue dans la ô », 
est dite « universelle affirmative » . 

Aristote a exprimé la relation àry> par une périphrase (Voir P2"4); Leibniz 
par «a est 6», et par a\ &. Segner a. 1740 et Lambert a. 1765 respecti- 
vement par a<& et a>&; car le signe 3 correspond au signe < ou >, ou 
mieux à ^ ou ^, de l'Algèbre, selon que dans la classe on considère le 
nombre des individus qui la composent, ou le nombre des idées qui la 
déterminent. 

Le signe 3, qu'on peut lire « est contenu » , est une déformation de q, 
lettre initiale renversée du mot « contient ». 

Il a été introduit par Gergonne a.l816. Voir RdM t.6 p. 183. 

Les signes e et 3 o^^t des propriétés différentes ; la relation 3 est tran- 
sitive, la £ ne l'est pas (P2-4) ; la s est distributive par rapport à w, la 3 
ne l'est pas (§u P40) ; la b est commutable avec -, la 3 iie l'est pas 
(§- Pl-5). Une autre différence est donnée par §aPll. Les signes s et 3 
sont liés par des relations, dont la plus importante est %i P-2. 
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Dans la formule p D ^ » P s'appelle Hypothèse, abrégé en Hyp ou Hp, 
et q la thèse, abrégé en Ths. 

On sous-entend les indices à 3, lorsqu'il est le seul signe de déduction; 
ou lorsqu'il représente la déduction principale, qui porte le plus grand 
nombre de points à ses côtés; ou si le théorème a la forme pIDCî'^r). 
Les indices sous-entendus sont toutes les variables réelles contenues 
dans rHp. 

Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au 
signe 3 sont apparentes dans la déduction. 

Opérer par cc£ sur la P universelle cT^f^ 

signifie la transformer dans la déduction a?ea .3* . 2Cfi& 

« de la condition x^a on déduit par rapport à a? la xzh ». 

Opérer par X2 sur la déduction p r^z . q 

signifie la transformer dans la P universelle (ccîp) 3 ix^q) 

Ex. 6N 3 2N « tout multiple de 6 est pair » . 

Opérons par xz ; on a : ces 6N .3- 2C£ 2N, 

où l'indice x au signe 3 est sous-entendu. 

Ex. a^Np .3. (a— l)!+l£Nx« 

Le signe 3 se rencontre aussi entre P, sans porter des indices, P5'01. 

Quelquefois, dans les démonstrations, le signe 3 lie deux théorèmes, 
et ne porte pas d'indices. Il est alors une abréviation du mot «on déduit». 
Cette abréviation se rencontre sous la forme •.• dans Pell (v. RdM t.6 p.l23), 
et sous la forme q dans Abel t.l p. 36. Dans ce cas on peut considérer 
les signes des idées primitives comme indices à 3- 

Dans le F, lorsqu'on rencontre l'expression ccfa, a est toujours une Cls. 
Analoguement dans la formule cry>y si im membre est une Cls, l'autre 
l'est aussi. On pourrait remplacer la P-4 par « xca signifie a est une Cls, 
et ce est un a », c'est-à-dire ajouter la P : 

xta .3. as Cls | F1889 P52 | 

Voir Padoa RdM t.6 p.l05. 

•8 f^ 

La Cls commune aux Cls a et 6 est indiquée par ar>b ou par ah. 
L'affirmation simultanée des propositions j9 et g est indiquée 

par j/^ç, ou par "pq. 
Pour supprimer des parenthèses on convient que : 

pq'^r signifie {jpq) Z^r^etp"^ qr signifie p 3 (5^^)- 

p. '^ et p'^.q signifient p r^. q. 

Le signe f> , qu'on peut lire «et», et qu'on appelle signe de la multipli- 
cation logique, est en général sous-entendu entre des P. 

Ex. (2NK3N) 3 6N 6N 3 (2N)n(3N) 

Npo(4N+l) 3 N*+N» Girard a. 1634 p. 156 : 

« Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de l'unité se 
peut diviser en deux quarrez entiers. > 



fl«N O- <a+l) fi 2N . a(a+lXa+2) s GN 

a«N . a'fi N» O- ««N» oeN . a< 17 .3 «'— a+17 fi Np 

Dans ces ex. l'indice a au signe 3 est sous-entendu. 

ofi Np . be N+1 O- ô«-i— è « NXa I Fermât | 

Ici le signe 3 porte les indices sous-entendus a et b. 
Ex. où 3 a des indices explicites : 

8s Cls . les : xss Oj? • x|-l £ « O- N3* ( principe d'induction ) 

§+2-5 §nl-2 20 §Rl-2 3-0 §r21-2-5-6-9 §Num -11 §mltlO §mpl-5 ... 

•9 =i 

x=y signifie " x est égal à y ". 

Le signe d'égalité a la forme a ou œ, déformation de la lettre initiale 
de CRQualis, de Vie te à Leibniz ; la forme =, qu'on rencontre dans 
Record a. 1552, adoptée par Wallis et Newton, est devenue ensuite 
d'usage universel. 

La plus grande partie des propositions contenucis dans le Formul. s'ex- 
prime par les seuls signes de logique fi , 3> ®t ^ (sous-entendu), combinés 
avec les signes algébriques. 

Le symbole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique; le 
signe 3 nous explique le double rôle du signe 3 entre classes et entre 
propositions ; le système de variables se rencontre comme indice au signe 3- 

Définitions 

Df signifie « définition » . 

Df? » « définition possible ». 

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une science. 
La définition symbolique d'un signe simple x a la forme 

X = (expression composée par les signes précédents) Df 

Ont cette forme les Df des individus : 1, 2, 3, ... , 00, e, C, i, ;r, 
et des Cls : N,, n, R, r, infn,Xp, ^, Sgm, Q, q, q'. 

Si l'on définit une expression contenant des lettres variables, et s'il faut 
d'abord limiter la signification des lettres, la Df a une Hp. 

Ont une Hp les Df de -|- — X / h > Num 2 U ! mod max quot rest 
Dvr mit Cmb mp ^ 1' Log E fi Med X lim \sin D / ... 

Une Df considérée en elle même, sans s'occuper de sa place dans une 
théorie, est une égalité, dont le premier membre contient un signe qui 
no figure pas dans le second, ou qui y figure dans une position différente. 

Df? marque les égalités qui ont la forme que nous venons d'expliquer. 

Ex: §Ni -5 §x: 1-02 -03 §R l'Ol §r 2-5-9 §> 1-1 §> 2-5-6 3-7 6-01 ... 

Le signe Df ? exprime donc une propriété intrinsèque d'une P ; le signe 
Df une propriété relative à sa place dans une théorie. 

Supposons fixé un ordre aux idées des sciences mathématiques. Une Df ? 
qui contient dans un membre une idée, et dans l'autre des idées précé- 
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dentés, peut être prise comme Df rét^lle de la première. S'il y a plusieurs 
Df ? qui remplissent à cette condition, ou choisira la plus commode. 

Les idées, dont la Df symbolique fait défaut, s'appellent « idées primi- 
tives » relativement à l'ordre fixé. Il y a nécessairement des idées primi- 
tives, car on ne peut pas définir la première idée, ni le signe =, qui 
figure dans toute définition. 

Si l'on change l'ordre des idées d'une science, une P qui jouait le rôle 
de Df peut se transformer en une Df?; une idée, qui était primitive 
relativeinent au premier ordre, peut être définie, et réciproquement. 

Il convient de donner aux idées d'une science un ordre tel que le nombre 
des idées primitives soit le plus petit possible. 

Nous rencontrons trois idées primitives dans l'Arithmétique (§-|-Pl); et 
trois dans la Géométrie [§ vct Pl'O, 2-0 et 8-0). 

Les idées primitives sont expliquées par le langage ordinaire, et sont dé- 
terminées par des Pp (P primitives) ; celles-ci jouent le rôle de définitions 
par rapport aux idées primitives, mais n'ont pas la forme. 

On peut, si l'on veut, donner aux Pp la forme des définitions symboliques. 
P. ex. au lieu de prendre comme idées primitives dans l'Arithmétique les 
idées représentées par les signes , Nq , +, et de les déterminer par 5 Pp 
(§ + 21-'5), on peut définir le système (0 , Nq , -|-) comme le système sa- 
tisfaisant à ces 5 Pp. 

Parmi les principales formes de Df symboliques qu'on rencontre dans le 
F, nous mentionnerons les définitions « par abstraction », où l'on définit 
l'égalité de la même fonction de deux variables, sans définir cette fonction. 
Ont cette forme les §Num -0, §1' 2-0 §vct 7-3. 

Ex. de Df « par induction »: §-}- 41-2, 6-1-2. 

Ex. de Df où les deux membres sont connus: §— P2'4. 

Les deux membres de l'égalité qui constitue une Df doivent contenir 
les mêmes variables réelles. P. ex. la § - Pl-41 : rtfN .3- ^ — a=0 

n'est pas une Df? ; elle le devient sous la forme : 
= « valeur constante de a—a, où asN ». 

Tout signe défini peut être supprimé, en le remplaçant par sa valeur 
donnée par la Df. 

Démonstrations. 

Dm signifie « démonstration » . En général les démonstrations sont ren- 
fermées entre [ ] . 

Les démonstrations, dans les sciences mathématiques, sont . composées 
d'une suite de propositions convenablement liées. 

Ces P- ne diffèrent des théorèmes que par leur moindre importance. Nous 
pouvons donc les exprimer complètement en symboles. 

La liaison entre les P est indiquée dans le langage ordinaire par « on 
déduit », que nous traduirons par 3* Elle est une forme de raisonnement. 

Les lois de logique, contenues dans la suite, ont été en général trouvées 
en énonçant, sous forme de règles, les déductions qu'on rencontre dans les 
démonstrations mathématiques. 
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Parmi les règles plus importantes il y a le syllogisme, composer, exporter, 
importer, la substitution, et simplifier. 
Soient />, q, r, s des propositions. 
Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme 

pDq . qDr .3. pzyr . 

Si les propositions sont réduites à la forme xsa, où a est une Cls, le 
syllogisme est exprimé par la P2-4. Mais nous appliquerons le Syll même 
lorsqu'il s'agit de P non encore réduites à la forme xeu. 

Cmp (composer) indique la forme 

pDq • pDr O- PD qr . 

Voir P3'4. En combinant les raisonnements Cmp et Syll, on a la forme : 

P3-61 pzyi • pny"* • <?^ ZD* O- piy^ • 

Importer signifie passer de la proposition pZD'Q'D^ à la pqZD^' 
En réunissant les hypothèses, on réunit aussi les indices au signe 3» 
Exporter indique la transformation inverse. Voir P7*3. 
Par ex. soit la P : asX . be NXa . ce Nx^ O* c£ NXa 

où le signe 3 porte les indices sous-entendus a,b,c. 
Export .Z)' ûf^^î • &£ Nya .3î c« NX& •!> . es Nx« 

Opérons par C3 : afN . ôe Nx« O* Nx^ D NX^. 

La substitution consiste à remplacer dans un théorème a de la forme 
pZ^x,y.'.q<, les lettres variables a?,y,... par des expressions constantes ou 
variables a fi.,. ; on désigne par 

(a,&,...)Ka?,y,...) Pa 
la nouvelle P. Le signe | sera étudié dans son §. 

Toute P doit être écrite sous sa forme la plus simple. Si l'on effectue 
une substitution dans une P, il peut arriver que la nouvelle P ne se pré- 
sente pas sous la forme plus simple ; il faut la simplifier comme suit : 

a) Si l'Hp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie, 
on la supprime, et l'on affirme la Ths. 

P. ex. soit la P xs Np -D- (sc--l)!+l £ NXcc (a) 

(11 I cc)Pa O: lie Np .3- lOÎ+1 £ N X H 

Simplif .3. 10!+1 £ N X IL 

b) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P vraie, on la supprime. 
Ex. De la P: afià^ .3. («+6)^ = a«+2a6+6» (a) 

(1 I b)Va . Simplif .3: a£N .3. («+!)* = a'-f2a+l. 

Si l'on exporte la P vraie, la règle b) est conséquence de la a). 

c) Réciproquement on peut unir à l'Hp des P vraies. 

Soit a un théorème : Hp . a .3- Ths est donc une forme abrégée de 

a .3: Hp .3. Ths. 

d) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P conséquence des 
autres, on la supprime. 

e) Si dans l'Hp il y a un facteur .logique non nécessaire, on le supprime. 

f) Réciproquement on peut ajouter à l'Hp des facteurs non nécessaires ; 
cela revient à dire que de l'affirmation simultanée de plusieurs propositions, 
on peut déduire l'affirmation de chaque proposition. Voir P3'3. 
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D'autres formes de raisonnement seront indiquées par un nom : 



Di8trib(£,n) 
P31 


Operf^ 
3-5 


Coiiimf> Assoc^ 
4-2 4-3 


Dist^ibrf^,D) 


Distrib(3,r^) 
6-2 


Distrib(€,w) 
§v;40 


Operu 
1-5 


Commw Assocu 
2-2 2-3 


Di8trib(n,w) 
31 


Di8trib(9,w) 
41 


Transp 
§- 2-3-4-7 4-2 


Operg 

§a 1 21 


Eliminer. 
21 







Les P de logique sont en général évidentes. Les démonstrations n'ont 
pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulement de 
réduire plusieurs de ces modes de raisonnement à d'autres plus simples. 

Dans le Formul. une démonstration est réduite à une suite de transfor- 
mations, suivant des régies mentionnées, de l'Hp dans la Ths. Ces trans- 
formations sont analogues aux règles algébriques pour résoudre un système 
d'équations. 

En supposant ordonnées les P d'une science, une Dm doit déduire une P 
des précédentes. Une P peut avoir plusieurs démonstrations ; il peut arriver 
qu'il convienne déduire d'une P une autre précédente ; on pourrait appeler 
« démonstrations possibles » ces déductions ; elles déviennent des démon- 
strations si l'on change l'ordre des P. Ex.: §w P2'6, §rl-61. 

Les P dont la Dm manque, s'appellent Pp (propositions primitives). Si 
dans une science il y a des idées primitives, il y aura aussi des Pp, qui 
fixent la valeur des premières. 

Une P est primitive, si l'on ne l'a pas démontrée. Dans plusieurs cas 
on prouve qu'un système de n Pp est irréductible ; pour ce but on donne 
aux idées primitives n interprétations différentes de la réelle, et telles que 
chacune satisfasse à toutes des Pp, une à la fois exceptée. Voir %-\- et §vct. 

Dans quelque cas on prouve seulement que chaque Pp est indépendante 
des précédentes; on prouve l'indépendence ordonnée. Voir Pieri TorinoM 
a.l8d8 t.48 p.60. 

* 2. -Je 

•0 as Cls r^: Xjyea .=z. xea . y sa Df 

« Soit a une classe ; nous écrirons x^ysa, qu'on lira **5C et y sont des a", 
au lieu de xea . yea » . 

La formule Xyy,zea signifie oo^ysa . zsa 

** a? et y sont des a, z est un a ,, , qu'on lira ** a?, y, z sont des a ,,; et 
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets. 

Ex. 2«— 1, 2»— 1, 2»— 1 e Np 

i afie Cls 3.-. a36 .=: xea Q,- ^«6 Df ? j F1889 P50 j 

{ Operojf j I 0perrr3 j 

Cette P relie les deux fonctions du signe 3 entre Cls et entre P, et ex- 
prime les règles « opérer par x€, ou par xd ». Voir Pl-7. 

Si l'on considère le signe 3 entre P coihme une idée primitive, la P-1 
définira le même signe entre Cls. 
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Réciproquement on pourrait essayer de prendre comme idée primitive 
la valeur du signe 3 entre Cls, et d'en déduire la valeur entre les con- 
ditions xsa xBb par la même P'I. Mais cette P contient déjà le signe H) 
avec la signification « on déduit > entre l'Hp et la Ths. 

•2 06 Cls .3 ^Z)^ I Leibniz voir P3-3 } 

•3 a,6£Cl8 . a'^b . xsa .3 xeb \ F1889 P55 j 

[ P'I O" a,b€ Cls . a3ô O^ 2C€a O* • ^^^ (1) 

(1) . Import O. P ] 
Appelons p et q les conditions xsa xeb. Par la Df P*l, la P'3 devient : 
P 3^ • P O" Ç « si de p on déduit ^, et la p est vraie, sera vraie la, q ». 
Cette forme de raisonnement est une espèce de syllogisme. 

•4 afijCeCls . a'^b .b'^c .'^. a'^c I Syll J 

) Aristoteles, Analytica Prioray lib. i, cap. IV: 

<jEt TÔ A xaxà navxhç xov B, xal xh B xaxà navxhg xoiJ F, 
àvdyxfj xb A xaxà navxbg xov F xaxtjyoQeïaOai. » } 

j Leibniz Mss. Philosophie vnB 4 fol. 17 : 

« Nota F aut vox est. eFd sive cTle. Si eTd et dTa tune éTa. » | 

Cette P exprime le « syllogisme » abrégé en Syll. 

Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « transitive » 
si Xay . yaz O* ^«^' 

Le Syll dit que la relation 3 ^st transitive. La relation e ne l'est pas. 
P. ex. de 7i Np 

et Np B ( ensemble infini illimité dénombrable ) 

on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que « a le sens composé (sen- 

sus compositi), et 3 le sens divisé (sensus divisi). xsa dit que a est une 
propriété de x ; xZD<^ ^^^ ^^^ ^ ^^^ une propriété des individus de la classe x. 

•5 aybyCjdeCls . a^b . b'^c . c'^d .3' oT^d 

[ Hp . Syll .D. Oc . c3d . Syll .3. Ths ] 

•6 aybyCe Cls r^: a^b'^c .=. a^b . b'^c Df 

Cette abréviation se rencontre dans quelques démonstrations. 
* 3. ^n 

•0 aybe Cls .3- ^^ = ^^ • ^^ ^^ •=• ^^ (^i!^) 
a,6,c£ Cls ry, abc = ((26>? : 

ab =c .=. {ab):^c : a= &c .=. a=(6c) : 
ab'^c .^^.Çab)"^ : a'^bc .^^.a'^bc) Df 

Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signe f> et des parenthèses. 

•i aybe Cls r): xe arb .=. irea .^ a^eô Df? } Distrib(6, f^) \ 

j F1889 P47 } 
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Cette égalité est une Df? (définition possible), car le signe rs figure dans 
le premier membre entre Cls, et dans le second entre P. Si Ton suppose 
connue sa valeur entre P, on en déduira la valeur de la formule x*e ab ; 
mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire 
la transformation indiquée par la P6-2. 

Réciproquement si Ton considère comme une idée primitive le produit ab 
de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P xea et xeb. 
Mais THp a fis Cls, par la P20 est déjà le produit logique de deux P. 

Soient xay et xfiy deux fonctions de x^y. L'opération a est dite distribu- 
tive par rapport à la fi, si Ton a 

xaiypz) = {xay)p{xaz) |Distrib(a,/?)t 

Le signe à droite indique le théorème qui exprime cette propriété. 

P. ex. l'opération arithmétique X est distributive par rapport à +. 

L'opération £, dont le résultat est une P, est donc distributive par rap- 
port à n. 

Ex. De la P : Npn(4N+l) D N'+N' 

Opér X3 . Distrib(f , n) r^\ xi Np . xa 4N+1 .3. xb N»-f N». 

•2 a fie Cls .3 àb € Cls t FI 897 P22 j 

•3 a,&£Cls .3. ab'^a -31 HypP-3 .3 ab'^b 
\ Leibniz, Spécimen calcul! univer,saiis, PhilS. t.7 p.218: 

« a est a» «ab est a » « aô est b. » | 

I Leibniz Id. p.222: 

« Diversa praedicata in unum conjungî possunt, ut si constet a esse ô, 
itemque aliunde constet a esse c, poterit dici a esse bc, » | 

Elle exprime la forme de raisonnement dite « composer » (Cmp). 

•5 apjCe Cls . 63^ O- ^63^^ t Oper «^ | 

j Leibniz Id. p.222 : 

«Si 6 e.st c, tune ab erit ac. Qiiod ita démon stratur : ab est 6, b est c, 
ergo ab est c, per regnlam conscquentiarum primam. ab est c, ab est a, ergo 
ab est ac per demonstrata supra. » | 

[ a,&,cfiCls . &3î . P-31 .D. a&Dô . Qc . Syll .D. 06 De (1) 

» » >» . P'3 . (1) .3- abZyi • a6ZD<^ . Cmp .3- «^3^^ ] 

Cette P, analogue k §> P4'l, s'appelle « opérer par n ». 

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz. 
Nous voulons décomposer les dîfforcntes déductions, qui sont complexes, 
dans les formes simples. On verra par cet exemple comment cette décom- 
position soit longue. 

Hp signifie « hypothèse du théorème » ; dans notre cas : afi^ce Cls * b"^- 

Simplifier par la P3-3 si.îxnifio répêtor la première de deux affirmations; 
simplifier par la P3'31 signifie répéter la deuxième. 

ao. yn. leoo Bdii. a 
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Nous commençons à décomposer THp en affirmations simples : 

Simpl (P3-3) O: - Hp O- «,&,C€ Cls (a) 

Simpl (P3-31) O: Hp .3 KDc (^) 

Simpl(P3-3) O: a,6,C£ Cls O. a,&€Cls (y) 

(a) . (y) . Syll O: Hp O- afi^ Cls (d) 

Simpl (P3-31) O: a,&,cfi Cls O- c£ Cls [s) 

(a) . (fi) . Syll O: Hp O. cfi Cls (ç) 

Simpl (P3-3) O: a,6£ Cls O- «£ Cls (C) 

(ô) . (C) . Syll O: Hp O. ae Cls (1;) 

Simpl (P3-31) a,bs Cls O. 6£ Cls (0) 

(ô) . (0) . Syll O: Hp O- &« Cls (* i 

P3-2 .=: a,6£Cls O- abeC\s 

(ô) . P3-21 . Syll O: Hp O- ob s Cls da) 

(là) , {0) . Cmp O: Hp O. abfi è Cls uft) 

(ifi) . (ç) . Cmp O: Hp .3. a6,&,c e Cls (/y) 

P3-31 .=: «fi Cls O. abZib 

(ô) . P3-31 . Syll O: Hp O. abZib U^) 

(ly) . (lô) . Cmp Oî Hp O- cibjbyCS Cls . a63^ ('^j 

(<fi) . (/^ . Cmp O- Hp O* abfijCB Cls . «636 . 63c Uç) 

(a6,6,c)|(a,6,c)Syll Oî ab,b,C£ Cls . 063^ • &3c .3- «63<^ (<C) 

(tç) . («0 . Syli .3: Hp .3- (làZy: (/17 1 

P3-3 .=: ' rt,6ÊCls .3- «0« 

(ô) . P3'3 . Syll .3: Hp .3. a63a (tO) 

(ta) . (r;) . Comp -3^ Hp .3- «6,«f Cls [y. 1 

(x) . (ç) . Comp .3^ Hp .3- «6,a,cfCls (xa) 

(xa) . (tO) . Cmp .3î Hp .3- àb^a^cs Cls . 063^ [^P) 

(xp) . (ta) . Cmp .3' Hp .3- » » • cib"^ (xy) 

(a6,a,c)|(a,6,ciCmp .3* cib^a^cs Cl» , ab'Z)a . ab'Z)c .3- oibZyic (xô) 

(xy) . (xô) . Syll .3: P 

•6 afijCjds Cls . a'^b . df^c r^. ad 3 ^^ 
t Lehwiz Id. p.223 : 

«Si a est 6, et d est c, tune acZ erit bc. Hoc est praeclarum thcorema, qiiod 
demonstratiir hoc modo: 
a est b, evgo ad est bd per priora, 
rf est c, ergo 6f? est bc rursus per priora, 
ad est bdj et 6rf est bc, ergo arf est 6c. Quod erat demonstrandum. »! 

t McCoLL a.l878 P9 j 

[ Hp . P-5 .3. acdbd . bdZibc .3. Ths ] 

•61 afi.Cyds Cls . a^h . a'^r . hc'^i Q. ar)d |F1897 PSôj 

[ Hp . Cmp .3- (Cy>c . 6c3Z . Syll .3. Ths ] 

•62 .ab'Z)c.ac ^rf O- «^ D^ JF1897 P37! 

[ Hp .3. abZyic . acZyi .3- Ths ] 

•63 .a'^b.bc'^d O. ac^d |F1895 Pllôj 

[ Hp .3. acZybcbcZyd .3. Ths ] 
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•64 . oT) bd . b'^c .3 ^Zy^ I Leibniz Id. p.218 j 

[ Hp . P-3 O. (CM . bdZib . bzyc O- Ths ] 

•0 afie Cls .3 a=6 .=. a~^b . b'^a Df ? 

I Leibniz PhilS. t. 7 p.225 : 

«Si a est b, et & est a, tune a et & dicuntur esse idem.» | 

I McCOLL P7 : {a=b)={a:b)(b:a) j 

Cette P exprime l'égalité de deux classes par le signe 3' Le signe = 
se rencontre nécessairement dans toute définition, et ne peut pas être défini. 
Si l'on veut considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxième 
signe = comme lié avec le signe Df. Leur ensemble signifie « est égal 
par définition » ou « nous posons ». Il n'est plus le même signe qui figure 
dans ct=b. 

Ex : (2N) f> (3N) = 6N ' 
« les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6 » . 

N n îC3(3x— 2 e 5N) = 5N— 1 

« Les nombres x qui rendent 3x — 2 multiple de 5 s'obtiennent de la for- 
mule 5y— 1, en y remplaçant y par tous les N ». 

'1 as Cls .3- ct=aa [Leibniz Mss. vu p.3: €AAaoA* \ 

[ (a,a,«)|(a,&,clP3"4 . Simpl .3î «^ Cls .3- àZ)aa (1) 

(al6)P3-3 . Simpl .D: a£ Cls .3. aa^a (2) 

(1) . (2) . Cmp . PO .D. P ] 

•2 afieCls .3- ab = ba \ Comm^ { 

i Leibniz Mss. viiB2 p.3 : €ABœBA^ \ 

Soit xay une fonction de x et y» L'opération a est dite commutative si 
l'on a xay :=yax | Comm o | 

La P*2 exprime la commutativité de l'opération f>, 

[ Hp . P3-3 . P3-31 O. abZib . abZyi . Cmp .3. ab'Dba (1) 

Hp . (6,a)|(a,6)P(l) .D- fe«D«ô (2) 

(1) . (2) .3. P ] 

•3 a,b,€£ Cls .3-' ^(p(^) = {^b)c = abc \ Assoc rs } 

j BooLE a.l854 p.29 j 

On dit que l'opération a est associative, si 

(xay)az = xa{yaz) | Assoc a \ 

L'opération n est associative. 

[ Hp . P3-3 .3. {ab)cZ)(^ • «*3« -3- (û*)c3a (1) 

» » » . abZy> .3. lab)cZib (2) 

» » (a6)c3c . (2) . Cmp .3. {ab)cZ)bc (3) 

(1) . (3) . Cmp .3. (a6)c3a(6c) ] 
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Soient p, q, r des P contenant une variable, ou un système de 
variables x. 

•0 p .=^. q signifie p Q,. q : q Ox-P- 

•04 p .3x- ? O- ^' signifie pq .3- ^• 

•02 p .3x' î •=• ^' signifie p .'^^i q r^. r : r .3- ?• 

Ces P s*énoncent symboliquement : 

•I afieCls r^.\ œea .=^, œeb :=. a=& Df 

•1 1 a,6,r*£ Cls .3- • ^^^ Oc- ^^^ O- ^^^ •■•=^- ^^ 3^ ^f 

•12 a,&,C£Cls .3-- ^^^ Ou;- ^^^ •^=- ^^^ •'•^=- alf^ . ac3^ Df 

Dans la formule p .=x .g, la lettre x est apparente. On sous-entend 
l'indice au signe = lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté à craindre. Voir §1P3. 

Ex. ae Np .=. as N+1 . ui— 1)!+1 s Xx^ 

§— Pl-3§nP3-6 §/Pl-3 §RP6-6P141 §r P101--3,o--8 ... 

Dans ces exemples l'indice au signe =: est toujours sous-ento.îidu. 

D.ins la formule p .3c : Ç O- ^» 1^ premier 3 porte l'indice x qui pt?-ut 
être sous-entendu; le deuxième ne porte pas d'indice. 

Des deux formes pZD-ÇZ^^ et pqZy'i la deuxième est plus simple, lorsqu'il 
s'agit d'une proposition seule; mais la première est plus commode lorsqu'on 
a une longue suite de propositions qui ont une Hp commune; alorn on 
peut mettre en évidence cette Hp, et l'écrire une seule fois. 

Ex.: §RP2-6-7 P11-2--4. 

La P'il exprime, dans un cas particulier, la règle de l'exporter. 

Ex. de la '02: a,&,c£N .3- «=^ •=• «+c = b-{-c 

a,6£N O: a»+6« e 3N .=. oê 3N . ôf 3N 



•2 a,b£ Cls .3- a'^b .z=. a=zab Df? 

} Leibniz PllilS, t.7 p.214: «Omne A est B id est ab»à.*\ 
Cette P transforme oTy) en une égalité. Le signe 3 y figure aussi pour 
pour séparer l'Hp de la Ths. Voir F1897 P52 not^. 

[ a fie Cls . àZ)b . P2-2 .3. a3a . a36 . Cmp .3. aZ^tb (I) 

afis Cls . aZy) . (1) . P3-3 .3. ajab . o63a . P4-0 .3. a=ab (2) 

» * a=zab . P3-3I .3. ûf3& (^3) 

(2) . (3) .3. P ] 

"3 afiyCe Cls .3- a"^ bc .=. a'^b . a'^c \ Distrib(3>^) } 

t Me COLL a.l878 P12: «(x: A)(Jc:B)(.r :C) = (x: ABC).>| 
[ afiyce Cls . aZibc . P3-3-3I .3. aZ)b . rt3c (I) 

(l).Cmp .3. P ] 

•4 a,&,r£Cls . ab'^c . a<?3^ O- (^b = ac 1F1897 P55{ 

l Hp .3- àb'Zyic . ac3<ï^ 3- Ths ] 
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Ex. Appelons a, 6, c les trois équations 

.T-f-.y = m xyzzzn {^—-yY = w*— 4n 

Par des règles algébriques on a ab^yc ac^ib ; on déduit Téquivalence 
des systèmes ab et ac (mais non de ab et bc), 

M aeCls 3. .r3(a?m)=a Df? [^1889 P58j 

Cette égalité a le caractère d'une Df?, car le signe 9 figure dans le 
premier membre et non dans le second. Mais, contrairement aux autres 
Df, le premier membre est plus compliqué que. le second. Dans la pratique 
on écrit le signe xe en avant d'une P réductible, mais non réduite, à la 
fonne xea. 

•2 ^fie Cls .3 ^^ ^= œ3{xea .f>. xeb) Df? ( Distrib(3,«^) { 

tF1889 P60j 

[ P3-1 . Oper X3 .D- P ] 

Cette P dit que l'opération 3 est distributive par rapport à n. 

•3 aeCls 3- ^= ^^( **^ Cls . a'^u 3"- ^^^^ ) ÎF1897 P61! 

[ P2-3 .3 ayUsCïs . a^u . xsa .3- 3;£m t^l) 

(1) . Expert .3 ûwCls .3"- ^^^ O* ! MfiCls . ar)u .3» • ^^w (2) 

(2). Oper X9 .3 ac Cls .3. a3 £C5( » » ) v3) 
ae Cls : t« Cls . a^u .3w • ^«m O: «« Cls . «3^ Oî a:£a (4) 

(4) . Export . Oper xd .3 ^w Cls .3- £C5(*^* Cls . «3^^ "Dm . xeu) 3 ûs (5) 
(3) . (5) .3. P 1 
Ex. §u21Dm . 2-6 Dm . §-38 Dm. 

i {x;y]z) = [{x;y);z] Df JF1898 P70| 

•2 (.r;.y) = {a;b) .=. a?=a . y=b Df? |F1897 PTlj 

Sur cette P voir RdM t.6 p. 65, p.ll9. 

•3 afiyCe Cls .3 • 

a;£a .3^- (^;y)£& Oy • (^;2/)^^ •'•=• ^^^ • (^;.y)^& -^^jy- (^îî/)^^ 

{F1894 §Ï8 P2 ; 1897 P74| 

Considérons une condition contenant une variable x , et deux conditions 
contenant doux variables x et y. Nous écrirons la première sous la forme 
xsa, où a est une Cls; et les deux dernières sous la forme (ac;y)£6 et (x;y)*c, 
où 6 et c sont des Cls de couples. Alors la déduction 

xea . {x\y)€b .3x,y. (x;y)sc 
est identique à la 

xea .3« : (x'^y)sb .ZDy • (2c;2/)fic 
La P'3 est l'expression simbolique de règles « exporter » et « importer » 
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dont nous avons parlé dans les « démonstrations » . Un cas particulier est 
la P5.ll. 
Ex. dans les Dém. des §RP2-1 §APl-2 §LmPl-l 1-4 

xea .3 x: yeh r^y . (x,y) se /.=.•. yeh ."^y : xsa .^ x. {x,y)ec 
I Peirce a.l880 p.24 : \x ^{y ^z)\ = \y ><{x ^z)\ j 

xea .^cc: yeb . (x;y)£c O^- {^\y)^^ /.=/. 
ysb Oy" ^^^ • i^'^y)^<^ O^- (^jV)^^ 

[ Import . Export .3- P ] 
D'autres identités où figurent des relations entre plusieurs variables son 
contenues dans §a P2. 

« 8. 

•1 X=X i Ex. §+ 3-1 j 

•2 a?=y .3 y=x 

•3 x=:y . t/=2; .3. ir=:;3 

Ces trois propriétés de l'égalité sont indépendentes. Voir §vct P2-1-23. 

Si l'on suppose vérifiées les •2-3, et que, étant donné un objet ce, il en 
existe un autre y tel que xz=y, P-2 3 .V=sc, P-3 3 PI. 

Voir Vailati RdM. t.l p.l27, t.2 p.l61, et De Amicis RdM. t.2 p.ll3. 

Il y a des relations, difl'érentes de l'égalité, et qui satisfont aux condi- 
tions •1*2*3. 

Sont telles les relations géométriques : 
« la droite x est parallèle à la y » 
« la figure x est superposable à la t/ » 
« la figure x est semblable, ou projective, à la y ». 

Voir F1894 §39. 

Si l'équation f{x,y) = 0, où le premier membre est une fonction algébrique 
entière des nombres x et .y, exprime entre ces variables une relation ayant 
les propriétés •l'2-3, elle est réductible à la forme Fx = Fy, où F est une 
fonction rationnelle. Voir IdM. a.l900 p. 37. 

•4 x=y=zz .=. x=y ,y=:z Df 

exprime une abréviation très connue. 

•5 aeCls . xea . y=x .3 yea \ F1895 §4 PIO j 

•6 œ=:y .=: aeCls . œsa Qa- V^^ Df? | F1897 P80 j 

} Leibniz Id. p.219: «Eadem sunt quorum unum in alterius 

locum substitui potest, salva veritate. » | 

L'égalité a;=y signifie «toute classe qui contient a: contiendra aussi y», 
ou € toute propriété de x est une propriété de ,v»; ou « la vérité de la pro- 
pisition XBa^ qui contient se, n'est pas altérée si l'on remplace x par y, » 
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Cette P est une Df ?, car le second membre ne contient pas le signe z=i 
qui figure dans le premier. La difficulté qu'on rencontre à la considérer 
comme une Df réelle, que le signe =: sert déjà dans la définition, peut 
être écartée par la remarque à la P4*0. 

La P*6 ne donne pas toute la signification de xzzy, car on doit encore 
définir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §nl*2 §R1'2, dans 
les Df par abstraction ; de P'I on ne peut pas tirer la P4*0. V. F1897 p.39. 

Dans les traités d'Arithmétique on a les P 

2/3 = 4/6 2/3 est une fraction irréductible 4/6 ne Test pas 

ce qui parait en contradiction avec la P-5. Ici le signe 2/3 représente 
d'abord un nombre rationnel, ensuite l'ensemble des trois signes 2/3. 

•61 Dm P-1 asC\8 . xea . Simplif O. X£a : P-6 O. P 

•62 DmP-2 PI .3. x£ Z3{z=zx) . P-6 O- ye y^{z=x) O. P 

•63 Dm P-3 Hp O: aeC\a . ocsa . P'6 O. y£a . P-6 O- ««« O- Ths 

•64 Dm P-5 P'6 . Import O- P I F1897 P80-84 ) 

§2 y 

•0 a,bs Cls .3 ^ = oo3(<;£ Cls . a'^c . b'^c -3^ • ^^^) ^^ 

tF1897 P241! 

os^, qu'on peut lire « a ou & » indique donc la classe des objets qui 
appartiennent à l'une, au'moin«, des classes a et b. 

L'opération indiquée par le signe w s'appelle « addition logique » . 

Ex. §Np P2-1 : Np r> (3+N) D (6N+1) w (6N-1) 

§(^ 5-9 §Num 2,-31,-32-5-6 §max 3 §Dvr 133 §mlt 102-33 §q43-7 §X 13 41 
§8in-i Pil, 21. 

Leibniz a indiqué l'opération \j par le signe +, ou par le même signe 
dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un même signe les 
additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguïtés. P. ex. : 
Np + Np = 2(N+1), Np w Np = Np. 

Le signe -)- dans Boole a une signification un peu différente. 

•1 a^bjCe Cls .3 

alAjc =r (abyjc : aw6c = asj{bc) : aJbZyc .=. (asi/6)3Dc : aZy^JC .=. a^yfhjc) : 
aJb^c = {asjb)jc : xb aub .=. xe{ajb) Df 

•2 afieCls .3- «wftfiCls 

•3 » ' a^ajb . b'^OjJb 

> ! Leibniz PhilS. t.7 p.240 : « i<^ est in i © JT » j 

[ §lP2-3 .3: afi,cB Cls . aZyi . bZy^ . XBa O- ^cbc (1) 

(1) . Export .3: ^ï^^ Cls . xEa .3: cb Cls . a3c . Ô3c .3? . xe c (2) 

. (2 ) . P-0 .3: . » .3. cc£ ûw6 . (3) 

(3) . Export .3: a fis Cls .3^ ^cea -3:^ . xè aJb (4) 
(4) . Operaî3 3. P ] 



i apfiE Cls . cTyc . iryc r). cuj) 3^ j Leibniz Id. p.232 : 

« Si ^ est in C et i? est in C etiam Â-\-B erit in C » | 

[ P-0 . Oper xs Oî ^fis Cls O-'* ^cs aub .=: « Cls . aTy: . &Z)c Oo • ^mc (1 ? 

(1) . Simpl O-'- ^ï^* Cls . x£ aJb O^ es Cls . a3c . &IDc Oo • a^^c (2; 

(2) . Import O: a,&,c£ Cls . xe asjb . àZ)c . 63c O- 5C£C (3 " 

(3) . Export Ô.*. aybyCB Cls . a3<î • 6Z)c Oî ^ce au& O* . ««c (41, 
(4) . Oper xs O. P ] 

•5 aybyCe Cls . a'^b .3 ^^ ^bsjC \ Oper y } 

{ Leibniz Id. p.239 \ \ McColl a.l878 PIO j 
•6 a,byCjd£ Cls . a'^b . c^d .3 ^^^ Z) ^ t Leibniz p.232: 

tSi ^ est in M, et i^ est in N, erit i4+/i in i»/+X >l 

•61 oT^ byC . b'^d . c'^d .[3- ^Z)<^ 

I De Morgan Formai logic a.l847 p.l23 j 

^ 2. a,&,c£Cls .3 
•1 aAja=:a | Leibniz Id. p.230: 

«Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur noviim, seu A-\-AcoA.'»\ 
[ T>fyj O. flwa = xd{cB Cls . «De Oc . scfc) . §lP6-3 O- P ] 

•2 0^6 = bM \ Leibniz Id. p.237 j [ Commw | 

[ T>î\j .0 <5w6 = X3{ce Cls . a^yc . 6IDc -IDe • 2C£c) 
Comm n .3« * * • 63c . a^c T^o . » 

Dfw O. » 6^ ] 

•3 aw?\^ = aw(^) = (flw6)wC j Assocw } 

I ScHRôDER al 877 P3' j 

[ (rtw&vc = X3[dB Cls . a^^ O^ • c3^ O- ^fi^] 

= xd[d£ Cls . o^rf . iryi . c^yd O- ^^<^] 

= X3[dB Cls . a3^ • bjcZyi O* 3^*^^] 

= asj(buc) ] 

•4 &3^ •=• oJb=^(^ t Leibniz Id. p.232: 

«Si iî est in A^ erit -^l+Z^oDyl ... Si A-\-BcoAy tune B erit in -4.»! 

•5 a'^c . b'^c .=. dJb'^C [ Pl-2-3-4 .3. p ] 

j McCoU a.l878 p.ll ( 

•6 P-5 .3. Pl-0 

[ §1 P6'3 .3' oJb = x?( cfi Cls . aub "^ c .3c . 2C£c) 

P-5 .3- » » » . a3<î • ^Z)c . » ) ] 
De la Pl'O, considérée comme Df du signe w, nous avons tiré les P suc- 
cessives. Réciproquement de la dernière 2-5 on peut déduire la 1*0; et puisque 
la "5 est conséquence des Pl-2-3'4, on aura une autre façon de traiter cet 
ensemble de P. On peut introduire l'idée \j comme primitive, en la déter- 
minant par les Pl-2*3'4, qui joueront le rôle de Pp (propositions primitives). 
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Si l'on remplace a^ par ITy^y et ar^ par asJb dans les P: 

§2 Pô-2-3-4-5-6-61 6-1-2-3 7-2-3 
on trouve §3 Pl-2-3-4-5-6-61 2-1-2-3 -iS 

La même substitution dans Iqs démonstrations des premières P, pennet 
de tirer directement les dernières des Pl-2-3-4. 

Cette correspondence, dite « loi de dualité », a été énoncée par Peirce a.l867. 

Une troisième théorie du signe \j sera indiquée dans §- P3*l. 

^ 3. apyC.deCl^ Q. 
•0 àbsjac 3 a(hjc) 

[ Pl-3 O. 6D6oc . cDôv^ . Oper es O. cOryiihjc) . acZyi{hjc) . PI -4 O.P ] 

•01 a(6gc) 3 absjac Pp 

Cette P n'est pas conséquence des P précédentes. Pour reconnaître son 
indépendence, il suffit de donner aux signes Cls, ^, \j une interprétation 
qui satisfaâse aux P précédentes, mais non à cette-ci. Considérons des points; 
par Cls indiquons les classes convexes de points, c'est-à-dire les u telles que 
Medt^=t^ ; au signe f> conservons sa valeur ; alors, par la Df 1 -0 , aub indique 
« la plus petite classe convexe contenant a et b ». Il est aisé de voir que 
subsistent les propositions précédentes du § w , et aussi les dualitiques, mais 
non la nouvelle '01. Il faut donc, en suivant l'ordre que nous avons ici 
choisi, la considérer comme une « proposition primitive ». Voir §- P3'5. 

•1 a(lxjc) = abyac [ =. p-o . P-oi] | Distrib(^,y) j 

{Lambert a.l781 p.33: 

« Will man aber setzen (m-^njA, so ist dièses == mA-\-nA. » | 
•1 1 (aw6)C =iaCuhc [Comm sj . Distrib (^ , o) O- P] 

•12 (aJb){csjd) =:ac^ad\jbc\jbd j Lambert id. j 

•2 ayab=u -21 a(aJ))=a j Schrôder a.l877 Piono' 
•22 (ayc)(M = absjc [ Distrib(o,^) ] [ PeiRCE a.l867 p.250 
•23 {aJ))(hjc)(oja) = aby^bcy^ca \ Schrôder a.l890 p.383 
•3 a=& .=. (tsjb'^ab \ Schrôder a.l890 p.382 

•4 ac'^ . àr)bjc .=. aTy) \ Peirce a. 1880 p.34 

•41 ac'^bc . a<jc 3 ^<^ •=• <^I)& t Schrôder a.l890 p.362 
•42 ac=:bc .cujc = hjc .=. a=b j » a.l877 p.l2 

•43 ary) . &3)c .=. (Kè'^bc j Padoa F1897 

•5 O bsjc . ab '^d . ac ^d Q. ayi j Pieri F1897 

^ 4. a,6,C£ Cls .3 
•0 œsa .y. œeb .==. xs ajb Df | Distrib(£,w) 

t F1889 P48 

Cette P exprime la somme logique de deux propositions XBa et cc«ô par 
la P XB. a^jbj où ne figure que la somme de deux classes. Puisque toute P 
est réductible à la forme x£ a, ou x est une variable, ou un système de 
variables, on aura défini la somme de deux P quelconques. 
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Ex. §Np Pl-2 : of Np . 6,cfN . bXc b NXa O- &« NXa .u. rfi NXfl 

Ex. §X 1-5 2-4 §|S5-4-5 §> 2-4-5 ... 

La PO dit que l'opération e est distributive par rapport à w. L'opération 3 
ne l'est pas. En effet de (N+1)* 3 4Xu(4N+l)» on ne peut pas tirer 

(N+1)' D 4N, ou (N+1? 3 4N+1. 

•1 X3{ xea .w. xeb ) = aw6 Df? [ Distrib(3 ,w) j 

( F1889 P62 j 

[ P-0 . Oper X3 -D. P ] 
Cette P exprime la somme logique de deux classes par une somme de P. 

•2 a^.y.b'^ -3). ab'^ \ McColl a.l878 P13 j 

•21 a'^b ,sj, a^ .3. a^f\tc » » P14 

§3 A 
^ 1-0 /\ = X3(ae Cls .j^^. œea) Df 

/\ indique la classe nulle. Leibniz l'a indiquée par N, initiale de Nihil ; 
Boole et ses continuateurs par 0. Ce sig'ne ne se rencontre plus dans F1899 
où il est exprimé par les signes - et 3. Nous le conservons ici, car il 
permet do traiter simplement quelques théories logiques. Ex: 

N'o(N^4-^') =A ^ '1 "'y ^ P^s <1g cubes, sommes de deux cubes ». 

'i /\£ Ois j F1897 P436 t 

» 

•2 aeCls O. AD^ î F1888 §2 P13 i 

[PO .Z)-'- '^^ A Oî ûTf Cls .3» • ^£« (1) 

(T). Im[)ort .Z).*. xs ^ . of Cls .3- •'^^^ (2' 

(2). Export .Z)-"- ^'^ Cls -ZDî «ï-'^ A O-r • 3?£a (3) 

(3). Opcrx£ .3. P ] 

•3 ae Cls .3 ^'^A = A t Boole a.l854 p.48 j 

[ P-2 . §iP5-2 .3. P ] 

•4 as Cls .3 a^A •=• ^^^=A I F1889 P38 j 

[ P-2 .3. P ] 

•3 as Cls .3 rt=A .=: bs Cls .3 . a'^b Df? 

I FI 897 P300 t 
a,b,c,ds Cls .3- 

•6 a2)& • &=A -3 ^=A [ P"4 . Syll .3. P ] 

•7 a2)& . bc=j\ .3 ^^<^=A î Aristoteles id. id. j 

•8 «3^ • ^Zy^ • ^<^=A -3 «&=A I I^E Morgan a.l847 p.l23 j 

w A ^2. a,&,^,rf£Cls 3: 

•1 owA = « t Boole a. 1854 p.4'7 j 

[ Hp . P-2 3. ADa . §w P2'4 .3. Ths ] 



i aJ)=/\ .=. a=A •^=A I BooLE a.l854 { 

j F1888 §6 P9 ! 

§v P2-5 O: * .=. «DA • &DA 
Pl-4 O: » .=. a=A . &=A ] 

•3 a=A .w. &=A O- ^ft=A t F1895 §3 Pli j 

•-* dj) = Owc . arb =:A • ^^^ =A O- ^'^^^ 
•5 Owô = Cwrf . a=c . ab = A • ^^ = A O- ^'^^^^ 

{Leibniz Id. p.234: « Si ^l+7îoo C+Z) et AooC, erit l^œZ), modo il et ^ 
itemquc C et Z) sint incoininunicautia. » | 

t Hauber a. 1829 §291 j 
•7 oT^hjC . ab=./\ r^, àr)c \ De Morgan a.l847 p.l22 i 

Une remarque curieuse est la suivante. Remplaçons : 
XB Cls par xe N 

d^y) » a^f) , ou par « a est un diviseur de 6 » 
arb » « le plus petit des nombres a et 6 » ou par < le plus grand 

commun diviseur entre a et h » 
asJ) » « le plus grand des nombres a et 6 » ou par « le plus petit 

multiple commun entre a et 6 » 

A- - 1 

Subsisteront toutes les P précédentes qui ne contiennent que les signes 
indiqués, comme les §2 P3-4-5 P5-2-(34 PG0--3 P7-2'8-4... P. ex la §A P^'T, 
par la deuxième substitution devient : 

« Si le nombre a divise le plus petit multiple commun entre h et c, et 
sMl est premier avec 6, alors il divise c ». 
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^ ro Soit a une Cls; -a indique la Cls des " non a''\ 
•01 Soit p une proposition; -p désigne sa négation. 

Ex. de la négation d'une Cls, §Xp Pl-Q : 

Np = (N+1H(N+1)X(N+1)] Df. 

« Nombre premier signifie nombre (supérieur à l'unité), non décomposable 
dans le produit de deux nombres ». 

Dans ce cas, et dans §N, -S-? §r 7 §f^ a5 §max 1-0 §Dvr 1-81 §Np 5*2 13-0-2-3 
§P 4-6-7 §logl-l-6-7 §qn 20 §Subst'3-0 5-4 §q' 53 §tng6-5 §vct8-83 70-l-2-3'4 
§D3-2-37 45*3 on a toujours rexpressiou 6-a où la classe a est contenue 
dans 6. 

Dans §3 4*0 §qn 21'0 la classe a n'est pas nécessairement Contenue dans 6. 

Ex. de la négation d'une P : 

§>10-01 : afiB N . -(a=6) .3. a'-\-h'' >2ah . 

Autres ex : §+ 24 §Ni -3 §r 101'3-4 11 §|S 4-2-3-5-6-7 §5 2-6 §Num -Ol-OS 
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•Ô5-3-8 §ri-6 §maxl2-2 §quot2-7 §Dvrl-9 §Np 10-3 12-2 §Sgm -3 §îiin 151 
§q'2-5 4-2 5-2 §;r4-2 §tang6-0-4 §vct60-35-37 613 §D3-21 51--3. 

Nous avons cités presque toutes Tes P du F contenant le signe - . On voit 
que leur nombre est très petit. 

Le signe de négation se rencontre sous la forme du signe — de T Arithmé- 
tique, avec lequel il présente quelques analogies formelles, dans Leibniz, 
Segner, Boole,..., avec la même valeur, ou avec des valeurs semblables. Dans 
quelques travaux il a la forme ^-^ . 

Nous ne donnons pas ici une définition symbolique de la négation ; nous 
la considérons comme une idée primitive, dont la valeur est déterminée par 
les propositions primitives 2'l-2'3. 

Les P3'8, §( P'6 indiquent la possibilité d'autres théories, où la négation 
est définie; dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres théories; 
mais elles ne sont pas développées. 

•1 aeCls .3- '(paeà) = œe '^ Df? 

•11 » ma = x3 'ipcea) Dt? 

Les P lient le double rôle de la négation entre P et entre Cls ; la .1 
exprime la négation d'une P par la négation d'une classe ; la "Il exprime 
la négation d'une classe par la négation d'une P. Il suffit donc de consi- 
dérer l'une des P*0"OJ comme exprimant une idée primitive, et prendre une 
des P'1-11 comme Df. 

Pour supprimer des parenthèses on fait les conventions suivantes : 

•2 Xmzzzy .z=z. M^x=zy) Df 

a,&£Cls r^: '3 œ^a .==. "(œea) Df 

•31 Xyi/^ea .=. cœa.y^ea \ Ex. §NpP6-2--4 t Df 

•4 ocfi-a .=r. 5C£(-a) : a-6 == an-b : -a3& •=• {"«)Z}& ! -a=ô .=. (-a)=6 Df 

•S xe -a .=. x^ea [ Pi . p-3 .D- P ] t Comm{£,-) j 

On dit qu'une opération a est commutable avec la fi si afix:=:fictx. Cette P 
dit que les opérations e et - sont commutables. L'opération 3 n'est pas 
commutable avec la -. En effet de -(Np32N+l) « non est vrai que tous 
les nombres premiers soient impaires » (car 2s Np), on ne déduit pas 
Np 3 -(2N+1), « tous les nombres premiers sont pairs » . 

j -i-'S F1889 P46, 61,... j 

^ 2. a.byce Cls .3. 

•1 -a £ Cls Pp 

•2 -(-a) =a t Leibniz Mss. viiB 2 p.3 : « ^ » nannonA » j Pp 
•3 ab '^c .[3- ^^^^ 3 ■* t Transposer j Pp 

•-* a^b r), -& 3 -a » 

j Leibniz Mss. PhiL viiB 2 foL17 : « il est B ergo nonl? est non^ » j 

[ Hp .D. {rb)a:ya . àO/b O- (-«>)«D& . P-3 .3. (-ô)(-6)3^ . Simplif .3. Ths ] 
Nous appelons « transposer » l'application des P'3*4, par l'analogie qu'elles 
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présentent avec la transposition des termes dans une égalité on inégalité 
algébrique. La régie *3 est appelée quelquefois < la loi des inverses » . Nous 
appelons aussi « transposer » les régies P3*7*71, et 4*2. 

La P'4, conséquence des précédentes, remplace la Pp'3 dans les Dm des 
P-5-51-52 SI ... 

•3 a'^b .=.-6 3"^ [ P-^ • (-6,-a)l(a,6)P-4 O- P ] 

I FI 888 P8 j 
•51 a=6 .=. -a = -6 [ P-5 -3 P ] 

•52 a=6 .=. aZ)b . -a^-ô | F1897 P118 j 

•53 a-(a6) = a-6 j F1897 P117 j 

•54 a'^b .=. a-6 3& j Padoa F1897 P122 j 

•55 a'b = b^ .=. a=b j Vailati RdM a.l891 p.l03 ( 

•6 ab'^c .=. «-c3"^ t Peirce a.l880 p.35 { 

[ P-3 . (-c,-6)|(ô,c)P-3 o. p 1 
•61 a,6,c£Cls . ab'^c . a^'^c .3 <^Z)^ 
•62 (a^)c = (acHbc) \ Boole a.l854 p.34 j 

•63 ab = ac .=. a^ = a^ j Whitehead a.l898 p.40 j 

u - ^ 3. a,b,c,dfXeCls .3- 

•1 rtwft = -|(-a)n(-6)] Df? 

[ §2 P5-3 O. abZyi . abzy> . Transp O. - «D -(oô) . - ÔD -(«&) (1) 
(1) . §uPl-4 .3 -asJ'^'D'iab) (2) 

(wi , -6)l(a,6) (2) O. aub D -[(-« H-^l (3) 

§w Pl-3 O. «I>nA . &Dau6 . Transp O- -(^^) D "« • -(^^) D -^ • 
Cmp O. -(ovA) 13 (w«\-6) . Transp . -(-aX-*) D aw6 (4) 
(3) . (4) O. P ] 

•2 -(Ow^) = (-a)(-&) [ P-i O. P ] 

•3 0^6 = -[(-aM-6)] Df? [ (-fl , -6)|(a,6) P-2 O- p ] 

•4 -(a6) = -a w -ft [P-3 o. P ] 

} •1--4 De Morgan a.l858 p.208 ( |Schrôder a.l877 p.l8j 

•5 P2-i-2-3.P3^1 .3. §wP3-0i î F1897 P215 j 

[ ajbjCe Cls O» abZytb . ac^^c . Transp O* «-<,^/6D -^ • «Hac'O "C . 
Cmp . a^ab)^ac)'Zi -6-c . Transp O-^K-^'^) D -K«*H^^)] • P'I • 
3' a(boc) "^absjac ] 
La P*l exprime l'opération w par les ^ et - ; dans F1897 on Ta prise comme 
Df. La P*5 dit que de la *1, et des propriétés de la négation on déduit la 
§w P3-01, qui se présenta ici comme Pp. 

•6 a=a6ya-6 {Lambert a.l781 p.ll: *as:ax + a\x» } 

•7 0-6 3^ •=• ^D ^ I Peirce a.l867 j | Transp } 
[ Transp ,ZDi a-ô3c .=. -fr-c 3-« •=• (Obuc ] 
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'71 ah'^cjl :=^a^'^fls0'^> \ Transp { 

'8 «-6 = x?'<£ris.a36y^.3r..rf/) DT? { F1897 P257 ; 

P-7 O. * • ./iD-i^ . ] 

Iji P'7 confient dan» un membre I*" -iiîrne - qui ne figure pas dans le 
-^t'r-ond ; on f)^ut la tran.'^îormer dan^ la P>?. qui est une définition po>.sible 
de r^xpre-^ion <7-6. 

Si Ton pffnd la ^ .comme Df. il ne f*i«K pin* cnn-idérer !• signe -6, isole, 
q'ii #'fT»Tt;»*'meni ne «^e rencontre pa.*? dan^ ie-^ ar-piications. En eon>it|uence 
il fait iii^Klifier renonciation de qn»:i«inH> P prtk^iient»'^- P. ex. la P2-4 doit 
être tran'^f'^-fTiiée en rt.b.ri CS . fC^ .3- r-/>3'-*"^'- 

Il y a ]'av'anta;;e à pren<ire la •** c»»mme Dt*. tju'on supprime la négation 
du nombre de^ idée^;» primitive^; mai» de la -^^ comme DtVet des P précé- 
iU-nU'^ ee § on ne '«ait pas déduire le> P de ce §. Voir un essai dans Fl>>97 
P2r>n-2W. 

•9 (n^x{}hém.r :=a^r^hx ) Peirce a.l880 p.36 j 

•01 {fLr^}}^x){rx^(J''X)=zacx^bd'X \ Boole a. 1854 { 

'92 Aax^fj<c)-=iimfi)Xy^{mf)(»x) \ ScHRùDER a.l877 P.19 
'93 ah'^axs^}}^x'^ajj \ Schroder a.l891 P.48 

•94 fU) = (U^ fA^i) ! » a.l890 p.308 

•95 fv=f)mf;^c^ r^, Jj=c^asja^ 

\ Jevoxs P^re logic a. 1864 p.61 j 

Cet A. a indiqué la fonction a^-bs/b-^ par a (^ b; le signe o correspond 
au latin aut ; le signe w à vel. Cette opération a des curieuses propriétés, 
développées dans F18î)o §3 P24-30, dont la plus importante est la "95. 

y\ - ^ 4. a,teCls .3 M a-a=>\ 

} Leihniz PhilS, t.7 p.230 : « seu A— A x N . j 

( P'J'8 .3- (i^a=^X3 es eu . àT^auc .3<î • ^^c' 
S^ 1 '3 * = a?? cf Cls O c . 2cst' • = A ] 

•2 a'^h.=.a^)=/\ Df? I Transp j 

} Leibniz id. p.212: Omne .4 est ;?, Id est ...A non i? est non Ens j 

j F1888 §6 P2 j 
•3 a=/\ .=. «3 -a Df ? 

•4 o-A 

[ Hp.§-P2-1 0. -aêCls. §AP1'2 O. AD -«-Transp O- P ] 
T} a-/\ =a [ P-4 . §1 P5'2 O- P- ] 
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•1 a=b .=. a''b^b^=/\ \ Schrôder a.l877 P175 j 

•2 (i=hjc .bc=:/\ .3- b=amc \ Boole a.l854 p.35 j 

•3 ax\j b^x=/\ .=. b'^x^^a 

\ Boole p.lOl; Schrôder a.l891 P49 j 

•4 aœ\jboc=:/\ .[3- cib=/\ \ Boole a.l8ô4 p.lOl j 

La classe -/^ a été indiquée par Peirce, AJ. a. 1887 et dans F 1889 et 
suivants, par le signe V> qu'on lit « tout » ou « vrai ». Toute expression 
obtenue en combinant une classe x avec des classes données par les signes 
rNw- est réductible à la forme axsjh^x, où a et 6 sont des classes détermi- 
nées. En effet une classe constante a= ax u a-a: ; 
la variable xz= \/x sj /\'-x \ 

la somme de deux expressions ayant cette forme a évidemment la même 
forme ; et les P3'91--92 réduisent à cette forme le produit et la négation 
d'une expression semblable. 

Si l'on pose /û;= ax\jb~x, on déduit /*V =^ï et /V\ =6 ; et l'on a le dé- 
veloppement de toute fonction logique : 

/x= {f\/)x^(f/\)^x 
du à Boole, et qui présente quelques analogies avec la formule de Taylor. 

Soit fiXyi/) une fonction logique des deux classes x et y. Développons 
par rapport à x, et ensuite les coefficients par rapport à ?/ ; on aura • 

En général, une fonction logique a 2"»= 7i termes, chacun desquels con- 
tient un coefficient multiplié par le produit de l'affirmation ou de la né- 
gation de chacune des lettres. 

Si la fonction ne contient que Icî? m lettres, les coefficients auront néces- 
sairement la valeur V ou la /\. Ou obtient aussi 2» expressions différentes 
avec m lettres; parmi elles il y a les classes constantes /\ et V- 

Toute déduction, et toute égalité entre deux expressions de la forme dite 
est réductible à une égalité dont le second membre est /\, par P4*2 51 ; le 
système simultané de plusieurs équations est réductible à une équation 
seule, par §^ P2-2. En conséquence tout système de déductions on d'égalités 
logiques est réductible à la forme 5*3, qui permet de la résoudre par rapport 
à la classe inconnue x. 

Soient données n propositions conditionnelles, indépendentes entre elles; 
c'est-à-dire telles qu'une quelconque ne puisse être déduite des autres en 
les combinant par les signes ^o- ; cela arrive si elles sont indiquées par n 
lettres variables. Par la relation qui passe entre les Cls, et les P condition- 
nelles, qui ne sont que deux formes d'une même idée, on déduit qu'en les 

.,« 
combinant par les signes ^u-, on peut eomposer 2 propositions différentes. 

Les signes V ©^ A» lorsqu'il s'agit de P, signifient « vrai » et « faux » . 
Considérons encore m classes indépendentes. En égalant toutes les fonc- 
tions de ces classes à /\, on a un ensemble de P; mais elles ne sont pas 
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indépen dentés ; car, par la §wiP2'2, si le premier membre est une somme, 
on peut décomposer cette P dans Taffirmation de plusieurs autres. 

Les P indépendentes s'obtiennent en ég'alant à /\ les produits des affir- 
mations ou des négations des m Cls ; elles sont en nombre de 2^ ^ n. Les 
produits des affirmations ou des négations de ces n équations sont en nombre 
da 2» = />; parmi eux il y a le produit de toutes ces n P, qui est réduc- 
tible à V=A> proposition fausse, qui ne contient plus de variables, et que 
nous supprimons. On a encore p — 1 produits contenant effectivement de 
variables. 

En affirmant la somme logique d'un nombre quelconque de ces P, on a 
2p-i=g propositions. L'affirmation de toutes, ou d'aucune P ne contien- 
nent plus de variables. On a en tout q—2 = 2(S 2[|\2(^m—l)]— 2 propositions, 
qu'on peut énoncer avec m Cls, en les combinant par les signes r>,w,-, soit 
entre Cls, soit entre les P résultantes, et qui contiennent effectivement les 
variables. Il forment un système complet: en les combinant par addition, 
multiplication, et négation, on a toujours des P du même système. 

Si m=:l, avec une Cls a on peut énoncer les 6 P : 

«=A -«=A «-=A -«-=A 

Sur deux classe* (rw:=2), on peut énoncer 32766 relations. 

Nous avons indiqué par des signes simples des deux relations a^y) et 
a'=b ; quelques A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d'autres 
relations moins importantes. 

Nous avons fait ce calcul dans F1888p.X. V. aussi Schrôder a. 1891 p.l64. 

Ces théories ne sont que partiellement réduites en symboles, et n'ont pas 
reçu d'application dans les sciences mathématiques. 

§5 a 

yy - a ^ 1. a,6£Cls .3* '^ a^ •=• ^■=A ^^ 

•01 aa& .=. a(a6) Df 

Soit a une Cls ; 3a signifie « il y a des a, les a existent » . Nous exprimons 
cette idée au moyen des précédentes par la P*0. Ex : 

aN'n(N'-(-N') « Il y a des nombres carrés, sommes de deux carrés » . 

§-f-2'52 §R4*8 §|^4-2-*8. La P particulière « quelque a est 6 » s'exprime, 
sans conventions nouvelles, par g ab. 

•1 xea .3 a^ t F1889 Po3 | ;Ex. : §Dvr Pl-3| 

[ Syll .13: aï Cls . a=A • ^^^ O- ^^f\ (1) 

(1) . §-2-1 . Df A O: » » î^f-« (2) 

(2) . Transp . Df 3 .3. P ] 

De xZyt on ne déduit pas 3a, si l'on n'est pas assuré que 3.1: (PI -2). 

'2 a^h . aa .3 a& [ §A 1*5 • Transport .3. P ] 

•21 0& O- a« O- 3?> 1 Oper a i ( F1895 P116 j 

« Opérer par 3 » signifie écrire le signe 3 en avant des deux membres 
d'une déduction. On obtient une déduction de même sens. 
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•3 ao^ft .3. aa.36 [P-2DP] { F1895 §3 P12 j 

•4 a36.=. ^Clsn C3{a=bc) Df? } F1897 P411 j 

^ 2. a,6,C£Cls .3*- 

\ Y'i = Elim a; = (éliminer la variable x)\ 

Supposons que dans une déduction: Hp O- Ths (1) 

l'Hp contienne une variable x, ou un système de variables, qui ne figure 
pas dans la Ths; le signe 3 porte comme indices x et d'autres variables. 
Alors la P (1) est réductible à la forme : 

( S'il y a des a? vérifiant l'Hp ) O- Ths (2) 

où le signe 3 ne porte plus comme indice x. La transformation de (1) 
en (2) s'appelle « élimination de a; » . Dans la nouvelle Hp la lettre x est 
apparente. Dans plusieurs cas on peut la faire disparaître. 

Ex. dans les Dém. de §> 11-2 §Dvr 13 §^-33 §A 1*2 §vct3-ll. 

•2 a ir3 a y3[(x;y)eà\ .=. a y3 a X3[(x;y)£d] .=. aa 

Soit une relation ou condition entre les variables ce, y, que nous représen- 
tons par (.x;y)ea. Alors dans la P ** il y a des x tels qu'il y a des y qui véri- 
fient la condition donnée " on peut permuter les deux variables. On peut la 
transformer aussi en " il y a des couples (x'^y) qui satisfont à la condition ". 



'3 a t/3[x£a . (x;y)£b] .=x. xea . a y3[(x',y)£b] 

La P ** il y a des y qui vérifient le produit logique d'une condition en 
X et d'une en (x, y) " signifie ** la condition en x est vérifiée, et il y a 
des y qui vérifient la condition en y ". Autrement dit, on peut permuter 
le signe ay? avec xaa. 

•i ^af^x3\':îb^y3[{x]y)£c]\ .=. ^ b^ y3\^ af^3{{x',y)£c]\ 
'S a (x;y)3(x£a . y£b) .=. aa . a6 

" Il y a des couples (a*, y) qui vérifient le produit logique d' une con- 
dition en X par une condition en t/ " signifie ** il y a des x qui satisfont 
à la première condition, et de^ y qui satisfont à la deuxième *'. 

•6 a y3[x£a .^x* (^;2/)^^] O- ^^^ Ox- '^V^K^W)^^] 
\ -l-'e F1889 P66, F1894 §18 ... j 

Ces P expriment les principales identités qu'on rencontre entre les systèmes 
de variables. Remarquons que la P6 n'est pas invertible. (Elle a été in- 
vertie par les analystes qui ont confondu la convergence d'une série avec 
sa convergence uniforme, la P §cont 101 avec la Pl*l, et dans d'autres cas). 

w - a ^ 3. a,teCls r): m a(aw6) .=. aa.y. a& 

t F1895 §3 PIO I t Distrib(a,o) { 
•2 ay) .=. a Cls^ C3( (hjc =b l Df? j F1897 P412 j 

•3 aa .=. -a -c= asj^a Df ? t Padoa F1899 } 

ao. TEL 1900 BdlL t.7 8 
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§6 t 

•0 IX := y3(y=œ) } = (égal k œ)\ Df 

•01 yecx .=. y£(tx) : a^ ex .=. a^(ix) : a= ix .=. (i==(ix) Df 

Dans quelques cas il est utile de décomposer le sig^ne =z (est égal à), 
dans le signe e (est), et dans un nouveau signe i (égal à). Ce signe t est 
r initiale du mot taoç. En conséquence tx désigne la classe formée par l'objet 
X, et ixsjty la classe composée des objets x et y. 

•'tx signifie « différent dex», 

Ex. Np -<2 D 2N+1 

« tout nombre premier différent de 2 est impair ». Opérons par xb (§1 2*1), 
par Di8trib(£,rN) (§1 3*1), et Comm(£,-) (§-1*5). Elle devient: 

icf Np . X -=2 .1). XB 2N+1 
Transposons : xb Np .3- ac=:2 .w. xb 2N4-1. 

Ex.: §Nj -4-5 §rl'l-2 7 11 §1^ 35 §Np4-31 132 §Q101'4 32 27 01 33*2. 

Les idées x et tx sont évidemment différentes; car si Ton opère par tr/e, 
on obtient les propositions différentes yBX, et y=x. 

m 

•1 ys IX .=. y=x [ = PO ] 

•2 aeCls .3^: xea .=. tx "^a Df? 

[ §1 P8*5 .3î «£ Cls . icea . ye tx .3« yf« ^1) 

(1) . Export .ID.'. of Cls . XBa rD- V^ tx r^y • V^cl (2) 

(2) . Oper yd .3: ^^ Cls . XBa .3- 'i^ Z)« (3) 

§1 P8-1 .3. XB tx (4) 

(4) .3! aiCls . «£c3ûf O* a:£<a: . «aj3« O- 2c«« ^i>' 
(3)(5)3P] 

La P*2 exprime la P singulière xsa sous la forme d'une P universelle, 
contenant le signe t. 

•3 iX = cy .=. 00=:y [ tx=zfy .=z. ixZ)'y - tyZ)tx .=. xtiy ] 

'-* as Cls .3.*. (i=ix .=: xsa : ysa-."^ . y=x 

\j t •» aeCls .^r Xyyea .=. txy^ty'^a Df? 

/\ - ^ '6 a£ Cls .3 -a = a;5(ta? ^a =A) Df ? 

[ -a = X3(xB -a) = acîf /ce 3 -«) ^ a:3(/x na =/\) ] 
Cette P exprime la négation au moyen des idées ^ et /, définies par les 
seules idées des §§ 1 et 2. Nous pouvons déduire une des P fondamentales 
du signe - : 

•61 P'6 3 §-P2-4 

[ a,b6 Cls . «3^ O» arstx'^bfytx 

» » p {bfMx:=^) 3 {af>tX:=/\) 

» » » flcî( » ) 3 acfi( » ) .3- -ft 3 -« ] 

a^ -7 aeCls .3 ^^^ •=• a^^'^^ Df? [P-6 3P] 

•8 a^a? [ 5Cf(x.§ail .3. P ] t 'OM-2-7 F1895 p.ll6. 

•3-6 F1897 P423, 426. •3-4-8 Padoa RdMt.6p.ll7 J 
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§7 1 



z=. m .=:. a= tz Df 

Df? 
Df? 



•0 dE Cls . aa : x^yea 0«»y- ^^*^=y O 

•01 » :yEaryj,a=ty Q: 

'02 » .^y3{a=ty) .^ 

•03 HpP'O 3- >3^= ia .=. .s^aa Df? 

•04 » . ftfiCls .3'- ^^ ^^ •=• ^3^= ^ Ox- ^^^ Df? 

•05 » » » » a a?5(a= ^o? . xsb) Df ? 

•06 » » » » aa«6 Df? 

•07 ». » » » a^ft 

•1 » O- ^^^^ [ (a|«>)P-04DP ] Ex.: §—11 §111 

•il » » t(?a) =a 

•2 ?(fa?)=ir Df? 

•3 aeCls . a=ix .3- ^=^^^ 

y\ - ? -5 /\=? a?3[a€Cls .2)a- «-û^=^] Df? 

[•0-1^2-4-3 F1897 P430-5. •03-H-3 Padoa RdM t.6 p.ll8 F1899} 

Soit a une classe qui contient un seul individu a?. Cela arrive lorsqu'il y a 
des rt, et si deux individus de la classe a sont nécessairement égaux. Dans 
ce cas m (ou Ta des travaux précédents), qu'on peut lire ** le a", indique 
l'individu x qui forme la classe a. 

Ex. §— l'O : a,&£N . 6>a .3» ^—<^ = ' ^r\x3{a-\-x =6) 

« Soient a et 6 des nombres, et soit a>6. Par b — a on indique le nombre 
qu'il faut ajouter à a pour avoir h ». 

Nous savons de l'Arithmétique que, dans les hypothèses énoncées, la classe 
^fsxd{a — a;=6) existe, et qu'elle contient un seul individu. On conclut, par 
la P-1 6— rtfN . a-^{b—a)=b. 

Si, selon M. Padoa RdM t.6 p. 117, on indique par « aeElm » (a est un 
élément), l'Hp de la PO, quelques P se présenteront sous une forme plus 
simple. 

Les P*01-'03 sont des transformations de la môme définition. Nous ne 
sommes pas réussi à donner une Df du signe isolé jcr, mais seulement de 
l'égalité zz^m. Les P*04--06 expriment la P m eb sous une autre forme, où 
ne figure plus le signe ; ; puisque toute P contenant le signe m est réduc- 
tible A la forme ia sb, où b est une Cls, on pourra éliminer le signe f dans 
toute P. 

La P'2 dit que ; représente l'opération inverse de t. Elle a le caractère 
d'une Df?, car le signe ; figure dans le premier membre, et non dans le 
second. Mais le premier membre est plus compliqué que le second ; on 
écrit le signe i en avant d'une expression réductible, mais non réduite à 
la forme tx. 
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Voir d'autres remarques dans F1897 p. 50. 

" '^ ~ §inax 1-0 

§1' 



vuiruaubros reiunrqutSH uau» rio^i p.uu. 

Ex. §/10 §R3-0 5-0 12-0 22-0 250 §r2-2-3-6-7-9 §modl-l 
'1-0 §Log-l §E1-1 §liml-0 §8in-i 1-0 §vct31-2-3 §810. 



§8 i 
Uyt^s Cls r^. (uiv) = (œ;y)3(œ£u . yev) Df 

•01 » .3- (^;y) ^ (^i^') •=• ^^^ • y^^' Df ? 

'02 u,v,w £ Cls .3- {uivtw) = [(?«!i^)îto] Df 

•03 » » (wîi'it/;) ={a;;y;j)3(ir£?« . ysv . ^ei^) 

(wSf) désigne l'ensemble des couples formés par un objet de la classe u avec 
un objet de la classe v; il faut distinguer ce nouveau signe, de (uyc) qui 
désigne le couple dont les deux éléments sont les classes u et v. 

Ex.: §Num -7 

Num N = Num(NiN) « le nombre des nombres naturels est un infini de 
la même puissance que le nombre des couples des nombres naturels » . 

§lim 19-1-2 §Dtrm §/lll. 

i 7 i '1 (tœiiy) =z t{œ]y) -2 x:y = i(ix i ty) 

'3 ix\ty =: LZilt .=:. x]y = Z]t 

a î 'A afiyC,deC\& . aa . a6 . a;6 = c;rf .3. ai& = cîrf 
j -O-'OS F1899 §8. ;l--4 Padoa RdM t.6 p.l20 { 

§9 f J 

^ 1. a,6,C£Cls .2)-'- 

•0 ue ajb .=: xea Ox- ^^ ^^ I^f 

•01 ue Ma .=: ajca 0.c- ^*^£& Df 

^o^e sur les fonctions. 

On peut prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe j. 

Ces signes permettent de représenter par les symboles idéographiques les 
idées de « fonction, correspondance, opération » etc. 

P'O ** Soient a et 6 des clas.8es. Nous dirons que u est un ojô, lorsque, 
le signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un ô " 
(P-01) ** et que u est un ftfa, lorsque le signe u écrit en avant d'un a 
produit un b ". 

Dans les traités d'Analyse on dit que a est la classe des valeurs de la 
« variable indépendente », et la classe h contient des valeurs de la fonction. 

P. ex. soit X un N; x\ (factoriellc de x) est un N ; donc ! f NjN. Il est le 
seul exemple de fonction j répandu en Analyse. 

Les expressions +«, — a, /«, ont les significations « ajout<;r « », « retran- 
cher a », « diviser par a », et l'on a les P§P5*4, §— Pl*5, §/ PI '5. Ainsi 
se présentent naturellement les nombres négatifs et les fractionnaires. 

Dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction précède, en 
général, la variable. 
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Ëx : mod sgn ^ nt dt E /? Chf log sin cos B . 

Ici les valeurs de la variable et de la fonction sont des nombres de diffé- 
rentes espèces : N , n , R , Q , q , q'. 

Les signes de fonction Num, max, min, Dvr, mit, 1', 1, , précèdent des 
classes de nombres ; la valeur de la fonction est un nombre. 

Les signes Med X ô font correspondre des classes de nombres à d^autres 
classes. 

Une fonction de deux variables est quelquefois représentée par un signe 
écrit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, Cmb, mp. 

Dans d'autres cas on place le signe de fonction entre les deux variables; 
ex. a-{-b, a—bj axb, ajb, ofvft ; ici a, b, et la valeur de la fonction sont 
des nombres. Dans a""6, a^b, arb^ aJb^ la valeur de la fonction est une 
Cls. Ont la même forme les « relations » a=&, a3^> cub^ a<6 ; les signes 
de relation sont des signes de fonction, dont la valeur est une proposition. 

Quelquefois on écrit la variable comme indice à la fonction ; nous 
conviendrons que w^ y^ ... ne diffèrent, que par la forme, de ul u2 ... 

Plusieurs A. ont aujourd'hui T habitude d'enfermer la variable entre ( ) ; 
mais dans la formule u{x) les ( ) n'ont pas la valeur expliquée par §1 PI -2, 
car une lettre seule ne doit pas être enfermée. Elles ne sont pas nécessaires, 
puisqu'on écrit logx et non log(cc), f{x-\-h) et non f{{x-\'1i)) ; elles ne se 
trouvent pas dans Lagrange, Abel, ... Dans le langage ordinaire la va- 
riable est mise au génitif; c'est cela qu'on veut indiquer par les (); Le- 
gendre a. VI p.l35 écrit f',z, où les (:) correspondent à « de ». Nous sup- 
posons le mot « de » incorporé dans le signe de fonction ; ainsi « log » , 
signifie « le logarithme de ». 

Les signes f et ; se présentent nécessairement lorsqu'on indique par une 
lettre un signe de fonction ; c'est-a-dire lorsqu'on considère une expression 
dont la valeur dépend de la nature d'une fonction, comme S II lim Dtrm D S. 

P. ex : Z(f,u), où us Cls, et fe qf m, c'est-à-dire f est une fonction numé- 
rique définie dans la classe u, indique la somme des valeurs de /*, lorsque 
la variable varie dans la classe u. 

Pour quelques formes de la classe u la fonction f dans l'usage commun 
a des noms particuliers : 

n £ N .3- q f 1"*^ = ( succession de n quantités ) 
qf{l"-7i i l"'7i) = (fonction numérique de deux variables qui prennent 
les valeurs de 1 à 7i) =: (lettre qui, munie de deux indices variables 
de 1 à 71 représente une quantité) = (matrice d'un déterminant 
d'ordre n. 
q f N = ( série, ou suite, de quantités) §Lm §lim. 
qf(NtN) = (série double) §limP10. 

qf a^ô =: ( fonction réelle définie dans l'intervalle de a à 6 ) §cont P2. 

On pourrait convenir d'écrire toujours le signe de fonction en avant de 
la variable (f), ou toujours après (j) ; nous écrirons les P sous une seule 
des deux formes ; mais nous conservons tous deux les signes f et j. 

• 4 ue ajb . Xyi/sa . oo=y r^, xu=:yu 

[ §1 P6'l .3. xs Z3{zu =: xu) . Hp .3. ye Z3{zu = xu) -D» Ths ] 



•è tcea^b. c'^a .3 us cjb [ Hp . xec O- xaa o. a?w sb o. P ] 

•3 US aib . ir^C .3 ^^ ^K [ Hp O: XEa O- «w fô .3. xu se O. Ths ] 

^ 2. a,6,c,d£Cls .3*- 

•0 us ajb . vs b}C . œsa r^. x{uv) = {œu)v = xuv Df 

•01 usbfa . vs cfb . œsa .3- (^^)^ = t'(wa;) = vux Df 

•1 t^8 aj6 . ^^£ 6jc .3* ^^ ^ ^J^ 

•2 w£ aj6 . r£ 6jc . ws C}d . xsu .3 (oou){vw) = (xuv)tv 

L'opération vu, définie par la P*01 est dite « le produit des opérations u 
et v ». Dans le calcul diiférentiel on l'appelle « fonction de fonction». Si 
u et V sont des mouvements, et en général des pntfpnt, vu est dit le 
mouvement composé. L'expression vux est associative. 

t 1-0--3, 2-0--Î F1895 p.6 } 

§10 

•4 afisCls . us Ma r^. {ux)\x = u Df 

•2 usajb O. i\xixu) = u - \ F1898 t 

Le signe | est le signe d'inversion. 

Soit u un signe de fonction f ; ux est une expression contenant x. Réci- 
proquement soit A une expression contenant la lettre variable a;;par^|a;, 
qu'on peut lire « l'expression A considérée comme fonction de se », nous 
indiquons le signe de fonction u qui, écrit en avant de a;, produit la formule 
donnée A, 

Si l'expression -4 a la forme ux, on déduit la P"l. Mais on écrit le signe 
|x après une expression, dans le but de la réduire à la forme ux. 

Ex : a» / n! [n représente le signe de fonction qui pour la valeur n de la 
variable a la valeur a^ j n\ . Donc 2'(a» / ni |?i, Nq) = (somme de la série 
qu'on obtient de an \n\ en donnant à n les valeurs 0,1,2... (§e P*6). 

Le signe | désigne la variable dans les opérations 2*, 77, lim, D, S. 

P-2. « Soit A une formule contenant la lettre variable x; {\x)A désigne le 
signe de fonction qui écrit après x produit l'expression donnée A ». 

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si A est une formule 
contenant la lettre variable a?, y\xA indique « la valeur que prend la fonction 
\xAy pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule A, 
lorsque l'on remplace x par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ... 
par un autre couple ou terne. Ex.: §-f- P4-l-'5 Dm, §xPl'41Dm... 

Dans les formules ux\x \x{xu) {y\x){xu), la lettre x est apparente. 

§11 ' ' 

a f ' ^ 1. a,6,c,rfeCls . us Ma .3- 

•0 u^a = y3[ a a^ X3{ux =y) J Df 



*0i ye u^a .=. a X3{xsa . lujc =y) [ =:P-o] 

•02 œea . y= iix .3. ye u^a 



On peut lire la formule u^a par < u des a » ou < u de quelque a » ; on 
doit la considérer comme décomposée en {u^)a. La P'02 dit que la relation 
ysu^a résulte de Télimination de x dans le système xia.ux^^y. 

Ex: §Med 3 §Lm §lim 15 §contl-2 §D4-5 §S3-1 ... 

Dans plusieurs cas le signe ' est sous-entendu par des conventions 
exprimées dans la suite: §+8-l--3, §—2-1, §K 2*0, §/2-l... 

On ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas. 

P. ex. Num * Cls signifie « les valeurs de l'expression Numw, ou u est 
une classe quelconque »; il représente l'ensemble du nombre 0, des nom- 
bres finis, et des différents nombres infinis. Num Cls signifie « le nombre 
des classes », qui est l'infini le plus grand. 

•1 œea .3- ^^ ^ ^'^ '* * ^'^ ID^ 

[ Hp .3- cr> x3(MX=y) 3 «^ ^5(î^iïî=y) • Operg • Operyî .3« P ] 

•24 c^a . dT^a .3- «^'(c^) D w*c ^ w'd [PQP] 

•3 a (w'a)^ .=. a O^^a^CwiT ec) Ex. §Lm Pll Dm 

[ Df* .3: a (w*a)nc .=. a (T^ y3[ gor^ cc5(w£C=y) 

§a 2-4 .3: » a a<> X3[ a cr^ y3(y=wx)] 

Df « .3: » » (a CA^wa?) 

§« -7 .3: » » (iwc fic) ] 

•31 u^a 3<^ •=• ^^^ Oj:- ^^ ^^ [ (-<î I c)P*3 3 P 1 

•-4 vecïb r^. v^{u'a) = {vuYa 

w , '5 c'^a . d'^a .3 u\cyd)=:u'cyu^d 

[ Df* .3. w*(cwei) = yî a[(o^) ^ û'K«^=y)] 

Di8trib('^,o) .3. » t/3 a[c X3(uxrzy) u d aî3(t«c=2/)] 

Distrib(a,^) O- » î/^l [a c a:3(i*a;=y)] o [a ^ a;9(Ma?=y)] ] 

Distrib(3, w) .3. » y?[ a c X3{ux=y) ] u y3[ a dx3{uxz=iy) ] 

Df* .3. » u^csju^d ] 

•6 ^£a .3- uUœ=:cua) 

\ •0-2-2r3 F1889 p.XV; •l'ire Padoa F1899 } 

« 2. 

•0 a,6€ Cls . ue a}b .3 ^'^^ = y3'3.af> X3{xu =y) Df 

•1 fte Cls .3. Cls^A = t/3 a Cls n5r3(a?* =j/) = Cls« y3(yZ)k) Df ? 

On peut lire a'u par «des a le m». 

En conséquence CIs'fe signifie « l'ensemble des valeurs de l'expression xk, 
où X est une classe » c'est-à-dire, par la §a PI '4, « Classe de fc » . 
Ainsi Cls'N signifie « classe de nombres » . Ex. §max §Dvr §1' ... 



§12 f sim rcp idem 

•0 ue (6fa)sim .=: us Ma : x^yea .ux=iuy .'^x,y. x=y Dt 

•1 us (6fa)sim . c'^a r^.us (&fc)siin 

•2 » . b'^c r^.us (cfa)sini 

•3 » . x^ysa .3* ^^^^=y •=• w^ = wy 

•-4 » .vs (cfft)sim .3- ^'^ £ (cfa)sim 

Le signe sim ou Sim signifie « correspondance semblable (similis) » . 
Ex.: §+P5-2-5, §Q P33-0, §limP10-4. 

•5 w£(6fa)rcp .=. w€(6fa)sim . 63 ^'^ ^^ 

•6 t^e(6fa)rcp . vs (cf6)rcp .3. vu s (cfa)rcp 
•7 w£(6fa)sim .3- us {u^aia)TC^ 

\ -O--? F1895p.ll6, F1897P521 j 

Le signe « rcp » signifie « correspondance réciproque ». 
Ex. §NumP-0: a,6£Cl8 .3: Numa=:Num6 .=. a(6fa)rcp 

§2'Pl-2-5-7, §77Pl-2, §limP18-2-3 ... 
On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe j. 

•8 \Aemx=x Df 1F1899J 

idem s afa . idem s (afa)sim . idem s {afa)rcp . idem'a =a 

«idem» représente l'identité ; telles sont les opérations Arithmétiques 
+0, —0, Xl, /l, 1^1, *\|, ••• Dans la théorie des Substitutions l'identité est 
indiquée simplement par 1. Seul ex. §2'P1'71. 

§13' Variab F Funct 

M UyVS Cls . fs v{u . xsu .3- {f\u)x = fx Df 

•2 . .3. Variab(/';w) = w Df 

•3 Q. vYu —gsl'K vfu f^f3[g = {f;u)]\ Df 

•-4 Funct = flr^ a (u;v)3[UjVS Cls . gs vFu] Df 

•5 f,gsF\inct Q: 

f=:g .==: Variab/*= Variabflr : xs Variab/* .3» -/^ = 9^ ^f 
•6 ^e,^?^ Cls .3 vFu 3 ^^f^^ [ P-i . §f Pioi .3. P ] 

•7 w£Cls.a?£i^ O- [Kf^(iFu)]x=a \ •1--7 F1899 { 

Soient w et t? des Cls; et fe vfu. Si Ton donne l'opération f, la classe 
dans laquelle l'opération est définie n'est pas déterminée; car si l'opération 
est définie dans la classe ti, elle est aussi définie dans toute classe contenue 
dans u, par la §f P*2, et il y a toujours la possibilité de la définir dans toute 
classe différente. P. ex. l'opération «mod» dans §modP'0 est définie sur 
jes nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po- 
sitifs, et dans ce cas coïncide avec l'identité ; ensuite la même opération 
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est définie sur les les nombres complexes d'ordre quelconque, sur les sub- 
stitutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de remployer dans 
des nouveaux cas, présentant quelque analogie, et jamais de contradiction, 
avec les anciens. 

Dans quelques cas il faut considérer en même temps une opération f et 
une classe u dans laquelle cette opération est définie ; c'est à dire le couple 
(/;2/). On rencontre ce couple dans les formules -2'(/',w), n{f,u\ qui repré- 
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction /*, lorsque la 
variable prend toutes les valeurs dans la classe m, et dans S(/',w), qui re- 
présente rintégrale de /*, étendue au domaine u de variabilité. 

P-1. A l'expression {f,u)x, où u est une classe, f une opération sur les 
u, et œ un n, nous donnons la signification fx. 

P'2. Par variabilité de (f,ti) nous entendons la classe u, 

P*3. vFu {v fonction définie des u) indique les couples formés d'une 
vfu et de la classe u. 

P'4. « Funct » indique toutes les expressions de la forme vFu, où w et t? 
sont des classes. 

P-5. Deux Fonctions définies sont égales, lorsqu'elles ont la même varia- 
bilité, et dans cette variabilité produisent des résultats égaux. 

P'6. Toute F est f. Nous parlerons donc des Fonctions sim, rcp, etc. 

Ex : (mod, Q) = (idem, Q) 

« Les fonctions mod et idem, dans la classe Q, coïncident ». 

Voir une autre façon de considérer l'égalité des fonctions dans Burali, 
RdM t.6 p.l41. 

w,7wN .3- Num(l-*'w F l'"n) = m^ 

Num(l*'-mF l'"n)sim = n[m — 0*"{7i — 1)] 
Num(l'"w F l---n)rcp = ni 

l'"mFl"'n := arrangements avec répétition n k n des nombres l'"w.' 
(l*"mF l'"n)8im » » simples » 

(l"-nF l-*'n)rcp = permutations des nombres l'"7i. 

Ex. §2*20 §7710 11, §!2 §qnlO §perm -0 §Dtrm §Subst §D 1-2. 

§14 ~* (inversion) 

Ujbe Gis . u8(bFa)rcp .^. . 

•0 u"^ = ? [(Variab u)F{u^ Variable)] « V3(vu = (idem, Variab u) 

Df 
•Ci u~^ = 7 (oFb) ^ V3[vu = (idem, a)\ 

•1 ^r^u = (idem, a) '2 xea 7^. vT^ux =œ '3 (u^)~^ =:w 
•4 afijCe Cls . us(bFa)Tcp . v€{cFb)rcp .3- i^u)"^ = w~* ^~* 
•5 aeCls . iijVe (aFa)rcp . iw = vu r^. if^ v =zv u~^ 
•6 » » » » vT^ v~^ = v~^ vT^ 

Il faut considérer l'exposant — 1 comme un signe simple pour indiquer 
l'inversion. Voir F1897 p.61. 
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ALCUNI TEOREMI DI ARITMETICA. 

Fra le proposizioni che a mio parère potrebbero convenien- 
temente trovar posto nel Formulaire de mathématiques^ pub- 
blicato dalla Revue de mathématiques, credo siano da annove- 
rarsi le seguenti. 

La maggior parte di esse si riferisce a questîoni suUa divisibilità, 
sul massimo comun divisore dei numeri interi, e sui numeri 
primi. I paragrafl in cui sono divise, ed i numeri d'ordine che 
le classiflcano indicano il posto che devono occupare in una 
nuova edizione del Foj^mulaire de 7fiathématiques. Mire i>TOi>0' 
sizioni forraano il § 68 Nprf. 

Varie proposizioni sono anche trascritte in linguaggio ordi- 
nario ; in queste trascrizioni adopero spesso, per brevità, la 
parola <t^ numéro >> invece di ^nurnero inte7^o positivo ». Perô, 
corne si scorge facilmente confrontando la trascrizione in sim- 
boli di logica e la trascrizione in linguaggio ordinario . d' una 
medesima proposizione, quest' ultima è sempre meno rigorosa 
délia prima ; e quest' inconveniente non si puô evitare senza 
complicare considerevolmente Tenunciato délie proposizioni. 

§ 25. X 

3-3 2No+l = 4No+l y 4N,-1 

§ 29. 1^ 
1-7 aeNo O- (lONo+a)* 3 lONo+a 
4-12 n^N, O' (No'+No'+No')'* D No'+No'+N,» 
6-0 aeNo O- a{a+l)(a+2)(a+3)+l£N," 
6-01 afN, .3 a(a+l)-£N,* . a(a+l)(a+2) -8 N,«. 

a(a+l) -a N^' . a{a+l)(a+2) -fi N,» jcont. §77 Pl-92 j 

6-02 aAcfi2No+l O- ab+ac+bC'8'i^* 
6-1 10N,+2 w lONo+3 w lONo+7 w lONo+8 D -No* 
6-2 ofiN, .3 (10a+r>)' = a(a+l)XlOO+25 
6-3 a,b,c fi Ni . a'= b^+c* .3 bs3^^sJCs3N^ . 6fi4NiwCfi4Ni. 

a £ oNi sjb € 5Ni yC £ 5Ni . abc £ eON^ 
6-4 afiNo . n£ 2N, .3. (100a+24r fi 100N,+76 
6-44 aeNo . m 2Ni+l 3- (lOOa+24)** £ 100N,+24 
6-42 afiNg . nfiNi .3 (lOOa+76)'* £ lOONo+76 
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6-4a asN, . ne N^+l Q. (100a+26r s lOONi+76 

11-8 4No D No»-No' 

11-84 neS,+l .3 No** 3 No*— No* 

11-82 N,' D 7N,u{7Ni+l)u(7N,-l) 

11-83 Nj' 3 9N, u (9N,+1) ^ (9N,-1) 

11-8^ a£ (2No+lM5No) O- a*-l 8 8ON0 

11-85 neNo Ô- 

• 2-+«+3«-+i £ 7N^ 2'"^*+3"^^«£llN, . 2«'*^'+3*"^*£ 17N, . 
28H+,_^3^58n+i £ i7;fj^ . 2**^*+2'*^*+5'"^* f 23N, . ll>"-2«~ a 57Nj . 
28n+.^7*n+4 g g5jj^ 3""^*+l £ 730N, . 2*'*-3n-l f 9No . 
2»"^«+21n-4 £ 49No . 3'"-8n-l £64No . 2*"~15n~l £225No . 

7s-+i_48^_7 £ 288No 
11-86 n£N, .3 3«'*"'+7'^x2''^"^£29N, . 2*"x3*"-4^"x5'"£992N, 
15-9 a,& £ n . m £ Ni .3 a*^— &*^ £ nx(a— 6) . a*"*— 6*^ £ nX(a+&) . 

a*"*^*+&"*^*£nx(a+6) 
18-94 a £ n . n£ N.-SN^ Q. a'^^+a'^+l £ N, x (a*+a+l) 
15-92 a,b£n .3 «&(a+b)(a— &) £ 6n 

a£n 3- 
16-0 a(a"-l)£«n I6-1 a(a»-'l)(a»— 4) £ 120n Oont§! P-2 

16-2 a(a"— l)£2730n 

a£2n+l 3 
16-3 a(a*— 1) £ 240n 
16-4 aV-l)(«*-l) £ 5760n - 
16-S aV-"l)(^'-l) £ 4032n 
16-6 aV-l)(^'-l) £ 115200n 

N 1 e. 

l'7. La quinta potenza di un numéro (Nq) è terrainata colla medesîma 
cifra di questo numéro. Ne seguc che se si scrivono per ordîne le succes- 
sive potenze intere positive di un numéro intero (Nq), l'ultima cifra d'una 
di esse, si ritrova periodicamente corne ultima cifra di ogni quarto numéro 
successivo. Es. per le potenze di 2 si ha : 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 
1024, 2048, 4096, 8192, 

6-0. Se si aumenta di un'unità il prodotto di quattro numeri interi con- 
secutivi (Nq), si ottiene per somma un quadrato (N^^). 

6'1. Un numéro int«ro (Nj) che termini per 2, per 3, o per 7 o per 8, 
non puô essore un quadrato. 

6'2. Per tare il quadrato di un numéro intero (N^), che termini pçr 5, 
basta moltiplicare il numéro délie decine pel numéro successivo, e scrivere 
25 alla destra del prodotto. 

6-4—41. Se un numéro intero (N^) tennina per 24, la sua potenza enne- 
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sima (nfNi) termina per 76 o per 24 secondochë n è un numéro pari od un 
numéro dispari. 

6-42. Se un numéro intero (Nj) termina per 76, la sua potenza ennesima 
(nsNi) termina per 76. 

6-43. Se un numéro intero (Ni) termina per 26, la sua potenza ennesima 
(nfNi+l) termina per 76. 



§30. ^ 
7-6 aeBMl .3 a+/a>2 

La somma di due numeri reciproci interi frazionarii (R) diversi dal- 
l'unità è raaggiore di 2. 

§31. - 

2-0 afieO'"9.a^b .3 (lOa+6)— (106+a) = 9(a— 6) 
2-4 aybyC e 0—9 . a^c .3 

(100a+106+(?)-(100c+106+a) = 99(a-c) 
2-2 a,lKr,m,7i,p e 0-9 . a^c , (lOOa+106+c)— (100c+10&+a)= 

lOOm+lOn+p .3 n=m+p=z9 

Note. 

2-0 La differenza fra un numéro (Nj) di due cifre, ed il medesimo numéro 
rovesciato è cguale a 9 volte la differenza délie due cifre del numéro dato. 

2-1 — 2 La differenza fra un numéro (N^) di tre cifre, ed il medesimo nu- 
méro rovesciato, è eguale a 99 volte la differenza délie due cifre estreme 
del numéro dato ; ed ha 9 per cifra délie decine, e 9 per somma délie sue 
due cifre estreme. 

§32. Num* infn 
•9 as N,« .==*. Num N^^a/NJ e 2No+l 

§33. V 
11-4 neN, .3. V (1-10") = 5xlO"-*xlO"+5xlO"-* 
11-5 neNi .3 2(1-10Y = 2[3. 10>,0-(n-l)]xlO''*+8xlO'"-* 

+2[3xl0nr,0-(/î-2)]Xl0"+5xl0"-' 
11-6 as (2No+l)-(ôNj .3 '^(0Cym)3[xvfn£ N^ . oj? = v(lO^|r,O-//0] 
11*7 a 8 Nj .3- '3L(m,n,x) 3 \7i£ Nq . x^me Nj . 

ax = [v(9xlO>,0-m)]xlO''} 
11-8 jv[9xl0n^,0-(n-l)] txUf7xlO>,0-(n-l)]! = 

tv[7xlOnr,0-(yz-2)]tXlO"+^+6xlO**+U[2xlO>',0-(n-2)]j 
XlO+3 jlBN Albanna{ 

11-9 Ul9XlO'*|/-,0-(n-l)]î« = |v[9xlO>',0-(n-2)]jXlO"+* 

+8XlO*'+l jlBN ALBANNAJ 

11-91 a = v[4xl0''|r,0-(2n-l)] . b = v[4xl0'*|r,0-{n-l)] .3 
a+&+l£N,» 
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11-92 a = 2[10''|r,0-(2n— 1)] . 6 = v[4xl0>,0-(n— 1)] Q. 

a+6+l£N,* 
11-93 a ç N, . n fi 4N, .3 2[(a+a?)*>,0-9] e 10N,+3 
11-94 a,n e N, . 7i-£ 4N, .3 2[(a+a;)**|a:,0-9] s 10N,+5 
11-95 a,w eN^+l .3 a N^'^m^fa'* = 2 J2(w+a7)+l|j?,l-a! 
11-96 a,m,n s N^ . rrfi[0-(10**— l)]F(l-7??) . 10"— 1 f N^Xa . 

b = 2(ir^XlO*''*|r, O-?/0 • 1^ £ N^xa .3 b e N^xa 
j Abbé E. Gelin. — Traité d'Arithmétique Élémentaire — 

Huy a.l897 p.99 |. 
11-97 a,ni,nyp £ N^ . n = p±l . x e [0-(10*^— l)]F(l-n) . 

y € [0-(10"-l)]F(l-2>) . lO^'^+l e N,xa . b = v(rr,xlO^*t2r) 

r, 0-n)+v(i/^xlO'^-^2r+v|^,^ 0-p) . lx—:iy e N^xa 3. 

6£N,xa t Gelin. 1. c. PlOO } 

Note. 

11*4 Per avère la somma dei numeri interi da 1 a 10»»(7isNi), basta scri- 
vere 5, poi 7i — 1 zeri, poi 5, poi 71— 1 zeri. Es. la somma dei numeri inter 
da 1 a 103 è 5005OO. 

11*5. Per avère la somma dei quadrati dei primi 10»* numeri interi (/ifNi), 
basta scrivere n vol te il 3, poi 8, poi n—1 vol te il 3, poi 5, poi n—1 zeri. 
Es. la somma dei quadrati dei primi mille numeri interi (1000 = 10^), è 
333 833 500. 

11'6. Ogni numéro dispari (2No+l) che non termini per 5 ha un multiplo 
formate cou sole cifre 1. 

11"7. Ogni numéro intero (N^) ha un multiplo formato con sole cifre 9, 
seguite o non da zeri. 

11-8. Il prodotto di un numéro intero (Nj) formato da n cifre 9 (wfNi) 
per un numéro intero (Nj) formato da n cifre 7, si ottiene scrivendo n—1 
cifre 7, poi 6, poi n—1 cifre 2, poi 3. Es. 9999x7777 = 77762223. 

11*9. Per avère il quadrato di un numéro intero (X^) formato da n cifre 
9 (nfNi'i, basta scrivere n—1 cifre 9, poi 8, poi n — 1 zeri, poi 1. Esempio 
9999' = 99980001. 

11*91. La somma di un numéro intero (Nj) formato da 2ni cifre 4 (wfNi)i 
e di un numéro intero (N^) formato da m cifre 4, aumentata di 1, è un 
quadrato. Es. 4444+44+1 = 4489 = 67^ 

11*92. La somma di un numéro intero (N\) formato da 2m cifre 1 (mêNj) 
e di un numéro intero formato da m cifre 4, aumentata di 1, è un qua- 
drato. Es. 111111+444+1 = 111556 = 334^ 

11*93 — 4. La somma délie potenze simili di dieci numeri interi consecu- 
tivi (N^) termina per 3 o per 5 secondochè l'esponente délia potenza è divi- 
sibile o non è divisibile per 4. 

11*95. Qualsiasi potenza ad esponente intero, positîvo, maggiore deiru- 
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nità, di un numéro întèro a (oeN^), è la somma di a nomeri dispari con- 
secutivi. 

11*96. Un numéro intero (Ni) è divisibile pel numéro intero a (o^Ni) se. 
a divide 10»» — 1 (n^N^), e se a divide anche la somma dei gruppi di n cifre in 
cui si puô Bcomporre il numéro dato, partendo da destra. (L'ultimo gruppo 
a sinistra puô anche avère meno di n cifre). 

Sia p. e. n=:l, sarà 10» -— l=:9z=3'; ed avreino : Un numéro é divLsl- 
bile per 3 o per 9 se è divisibile per 3 o per 9 la somma délie cifre del 
numéro dato, 

Sia p. e. n=2, sarà 10« — 1 = 99 =r 3'Xll ; ed avremo : Un numéro è divi- 
sibile per 11 o per 33 o per 99 se è divisibile per 11, per 33 o per 99 la 
somma dei gruppi di due cifre in cui si puô scomparre il numéro dato, 
jyarfendo da destra, E cosl di sejçuito. 

11'97. Un numéro intero (N^) è divisibile pel numéro intero a (of Xi\ se 
a divide lO^w-j-l {nie'Si^, e se scomponendo il numéro dato in gruppi di m 
cifre, a partire da destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto 
dispari, e la somma dei gruppi di posto pari, ô divisibile per a. (L'ultimo 
gruppo a sinistra puô aver meno di m cifre). 

Sia p. e. m=zly sarà 10»»+!= H? ^^ avremo: Un numéro è divisibile 
per 11 se, scomponendo il numéro in gruppi di due cifre a partire da 
destra j la differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma 
dei grupjyi di posto pari è divisibile jyer 11. 

Sia p. e. m=3, sarà 10'n+l = 1001. I divisori di 1001 sono 7, 11, 13, 77, 
91, 143, 1001 ; e quindi avremo : Un numéro è divisibile per 7, ïl, 13, 77, 
91, 143, 1001, se, scomponendo il numéro in grupjn di tre cifre a partire 
da destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma 
dei gruppi di jyosto pari, è divisibile per 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. E 
cosi di seguito. 

§34 n 

1-9 n e Ni+1 .3 n [(2+4r)|ir, 0-(n— 1)] = n[(n+l) - 2/?] 
1-91 neNi+1 .3 TI[(n+iy"2n] = \n[{2x-'l)\x,l"'n]\x2*' 

jKlUgel a.l803t.lp.313. j 
1-92 me'N,.7i£N,+l .3. i7[»^+(^••/?)]-^Nl|^(îïi+l) 

Note. 

1*9. Il prodotto dei primi n termini («fN^) délia progressione aritmetica 
-f 2. 6. 10. 14.... è eguale al prodotto dei primi n numeri interi consecutivi 
che seguono n. Es. 2x6x10x14x18= 6x7x8X9x10. 

1*91. Il prodotto dei primi n numeri interi consecutivi che seguono n 
(n^^i) è eguale a 2» moltiplicato pel prodotto flei primi n numeri dispari. 
Es. 6X7X8X9X10 = 25X1X3X5X7X9. 

1*92. Il prodotto di quanti si voglia numeri interi consecutivi non puô 
mai essere eguale ad una potenza ad esponente intero, positive, maggiore 
di 1, 
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§42. max min 
15*3 aeNi.meNi+l ,'Num^i^fi^a/N^) = m.rel'"m .3- 

Nota. 
15*3 Se si dispongono per ordinc di grandezza tutti i divisori di un nu- 
méro (Ni), il prodotto di due divisori equidistanti dagli estremi è eguale a 
numéro dato. 

§43 quot rest 

3*0 a,bjC 8 Nj r^. rest(a+6, c) = rest[rest(a,c?) + rest(6,c) , c] 
3-4 aeNj.meNj+l.oîfNiFl-m .3- rest(va?,a) = 

rest[v;(restja?,aj , a)] 
3*2 a,bjC£'Ni .3. rest(a&, c) = restfrest(a,c)xrest(6,c),c] 
3-21 a£Ni.7/î£Ni+l.a;£N,Fl-m .]3- rest(77a?,a) = 

rest[Zr(restîir?,aj, a)] 
3-3 ajbjCjde'N^ . rest(a,c)= rest(6, c) .3. rest(a+rf, <?) = rest(6+rf, cj 
3*4 » > » » rest(ad, c) = rest(&c?, c) 

3-5 afijCjd s N^ , a>rf . &>rf . rest(a,c) = rest(6,c) .3- 

rest(a— d, c) =. rest(6— rf, (?) 
3*6 afijC s N^ .3- rest(a, bc) = rest(a,&)4-rest[quot(a,b) , c]xb 

3*7 a,6,c,d£Nj .3- rest(a, &crf) = rest(a,6)+^est[quot(a,&),(?]x6+ 
restîquot[quot(a,6), c], d\xbc 
3'8 a,6 8 N, . a>>& .3- rest(a, a—b) = rest(6, a— 6) 
3'8l afiyC,m 8 Nj .3- rest(a,c) = rest(6,c) .=. rest(a+wi, c) = 

t'est(64-m, c) 
3.82 » » » .3. rest(a/7i, c) = 

resUbm, c) ^ 
3-83 a,6,m £ N, . ar>b .3- rest(a"*, a— 6) = rest(6**, a— &) 
3-84 a£N, .3 rest(a,6) = rest(a',6) . rest(a',4) = ^0 w d 
3'85 a,6,m £ N, .3- quot(a,b) = quot{a, b+m) .=. rest(a,6)l^ 

[quot(a,&)]Xw 
3-86 a,b,m 8 N^ . 6>m .3- quot(a,&) = quot(a, b—m) .=. 

6— rest(a,6)>>[quot(a,6)+l] X^w 
3*87 a,b,m 8 N^ .^r quot(a,&) = quot(a+»^ &+^i) .=. rest(a,b)^ 

[quot(a,6)— l]Xw^ 
3'90 a,&£Ni .3 maxN,'^ir3Îquot(a4-aî,6) = quot(a,6)j = 

6— rest(a,6)— 1 
3-9 i a,6£N^.a>& .3- quot(a, a—ô)— quot{6, a— &) = 1 
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3-92 a,6,c 8 Nj . a>& . rest(a,c) = rest(&,c) O- «— ^^N^xc 
3-93 a,6,(?£Nj.rest(a,c)+rest{6,c)8NiX<? O- ^+&£NiXc 
3-94 aeNi.neNi+l.waNiFl— n .3 2w£N4Xa.=. 

2 rest(w,a) £ N^Xa 
3-95 a,6,n £ N^ . irefO-ilO'*— 1)] . lO^e NoX6 O- rest(a?,&) = 

rest(ax 10*^+0?, &) 
3-96 a,m,n £^,.œ£ [0-{10* — l)]F(l"V/0 . 10*^—1 sN.Xa .3 

rest(2û?,a) = rest[v(rr^xlO"' |r, O-»0 , a] 
3-97 a^m,n,pe^^ . n=p+l . a?£[0-{10'*— l)]F(l-n) . 

y£[0-(10"*— l)]F(l-29) . 10"*+1 e N,xa Q. rest(2a?— vy, a) = 

rest[2(ir^Xl(K-'"^ |r,0-n)+ v(y^XlO''»<'2r+i;|^^0-p) , a] 

Note. 

3*1. Il resto che si ottiene dividende una somma di più numeri (Ni") per 
un numéro a (afNi) è il medesimo che si ottiene quando si divide per a 
la somma dei resti ottenuti dividende ciascun numéro dato per a. 

3*21. Il resto che si ottiene dividende un prodotto di più numeri (N^) per 
un numéro a («eNi) è il medesimo che si ottieue quando si divide per a il 
prodotto dei resti ottenuti dividende ciascun numéro dato per a. 

3-85. Affinchè il quête di due numeri (Ni) non cambi quando si aumenta 
il divisera di m uni ta {me^^) è necessario e sufficiente che il resto délia 
divisione dei due numeri dati sia maggiore od uguale ad m volte il loro 
quête. 

3.86. Affinchè il quoto di due numeri (N^) non cambi togliendo m unità 
(wwNi) al divisore, ô necessario e sufficiente che la difiFerenza fra il divi- 
sore ed il reste sia maggiore di m volte il quoto aumentato di 1. 

3*87. Affinchè il quoto di due numeri (Ni) non cambi aggiungendo m 
unità (meNi) al dividende ed al divisore, è necessario e sufficiente che il 
resto sia minore od eguale ad m volte il quoto diminuito di 1. 

3*90. Il più grande numéro (N^) che si puô aggiungere al dividende senza 
alterare il quoto è eguale al divisore mené il reste, mené 1. 

3*94. Affinchè la somma di più numeri (N^) sia divisibile pel numéro a 
(afNi), è necessario e sufficiente che sia divisibile per a la somma dei resti 
che si ottengene dividende per a ciascune dei numeri dati. 

3*95. Se il numéro h (ô^Nj) divide 10» (weNi\ il resto che si ottiene divi- 
dende un numéro (Nj) per & è il medesimo che si ottiene dividende per h 
il numéro formate dalle ultime n cifre a destra dei numéro date. 

Es. se 71=1, i divisori di 10*» sono 2, 5, 10, e si ha: Il resto che si oi- 
titne dividende un numéro per 2 per 5 o per 10 è il medesimo che m ot- 
tiene dividende per 2 per 5 pe?' 10 l'ultime Hfra a destra dei numéro 
dato, 

3-96. Se il numéro a («fN^) divide 10»— 1, (?i£Ni) il resto che si ottiene 
dividende un numéro (N^) per a è il medesimo che si ottiene dividende 



t '". 
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per a la somma dei gruppi di n cifre in cui si puô scomporre il numéro 
dato, partendo da destra. (L^ultimo gruppo a sinistra puô avère meno di n 
cifre). 

Es. se w=:l, 10» — 1=9, e si ha : Il reato che si ottiene dividendo un nu- 
mero per 3 o per 9 è il medesimo che ai ottiene dividendo per 3 o per 9 la 
somma délie cifre del numéro dato. 

3-97. Se il numéro a (fleNj) divide 10«+li (^^^i!^ il resto che si ottiene 
dividendo un numéro (N^) per a è il medesimo che si ottiene scomponendo 
il numéro in gruppi di n cifre a partire da destra, e dividendo per a la 
differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma dei gruppi 
di posto pari. (L'ultimo gruppo a sinistra puô avère meno di n cifre). 

Es. se w=l, 10» -|- 1=11» e si ha : Il resto che si ottiene dividendo un 
numéro per 11 è il medesimo che si ottiene dividendo per 11 la diiferenza 
fra la somma délie cifre di posto dispari, e la somma délie cifre di posto 
pari del numéro dato, 

§44 Dvr 

Ni X Dvr 

l'A A D(a,6) =1 . D(6,m) =1 . D(a,n) =1 ,^. D(a6, am+bn) =1 

1-45 D(a,&)=l r). D(a+b, a6)=l 

1-46 a>6.D(a,&)=l 3 D(a— &,a6)=l 

1-47 D(a,6) = Dia+bnij a+bm+b) 

VAS D(a,ft) = D{a+&m, a+bm-^b) 

1-91 D (a,&) =D[&, 6— rest(a,?>)J 

1-92 a>b . D(a,10) =D(&,10) =1 Q. a'+&» 6lON, .w. a'-&" s ION, 

1-93 D(a,&) =1 . D(a+&, 3) =1.3. D(a+6, a^-ab+b') =1 

1-94 a>&.D(a,b)=l .^. D{a+b, a—b) = il it2 

3-0 D[a/D{a,b) , b/D(a,b) ] =1 

Se due numeri (N|) si dividono pel loro massimo comun divisore, i quoti 
sono primi fra loro. 

3-1 a,b,c e 2N,+1 .3 Dia,b,c) = D[(a+b)/2,(a+c)/2,(b+c)/2] 
3-2 a,b £ N, .3 D(afi) = ^\lm'ii(^f>x3[xel'"b , ax e'N^Xb] 

Il massimo comun divisore di due numeri a,b (afis^i) è eguale al numéro 
dei multipli di b contenuti nella série a, 2a, 3a, ba. 

3'3 ;ifN,+l • '/^N^Fl•••/^ .àel!^iXu.r,sel'"n.r^=s. 3^,, 
D(w,., u^) = 1 3- ciSÎ^iXlIu 

Se un numéro (Ni) è divisibile per più al tri primi fra loro a due a due, 
è divisibile pel loro prodotto. 

§45 mit 
3-4 7iéN,+l 3 m(l-2;0 = m[(/i+l)-2n] 

ao. vu. 1900 Bdli. t.7 4 
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§50 Np 

5^81 neN, .3 4'^+»+l-£Np 

5-82 neN^+l .3 n*+4-£Np 

5-83 a«Np . a>3 .3 a* e 24Nj+l 

5-84 aeNp . a>3 .3. a»£ 18N,+1 s^ 18N,-1 

5-85 peNp-^2. qel'"{p—l) 3 -I^f?!^'? l-(jo— l)]£N4Xp 

JMatrot, Revue semestrielle a.l900, 1.8^ p.40j 

5*86 me N„ . n£ N^ . pe Np^2 . qs l"'{p—l) 3 
:i\r^m(p—l)+q]\r, l-(??jo— l)j £N,Xp 

tPAPPiT, Revue semestrielle a.l900, tS^ p.40j 

5-92 aeNp 3- ^[l'"(«— 1)] -fi N^xa 

5-93 as (N,+4) -Np 3. i7[l-(a-2)] e N,Xa 

5-94 oeNp . 6£2N, . a>6 3. i7[(a-fe)-(a-l)]/&! £NoXa+l 

5-944 asNp . &£2N,+1 . a>b 3. /7[(a-6)-(a-l)]/&! a N^xa— 1 

5-95 aeNp . & a2N4 . a>6 3 77[(a— &)-(a— 2)l/(b— 1)! £ N^Xa— 6 

5-954 aeNp . b e 2N4-I-1 . a>b 3. 

/7[(a-.6)-(a-2)]/(6-l)I £NoXa+6 
5-96 n eN^+1 . a e Np . .0? f N^Fl-n . iZc e N^xa 3 

a 1— n f> r3{œ^ e N^xa) 

Se un numéro primo divide un prodqtto, esso dividerà uno almeno dei 
fattori. 

5-97 neN^+1 . aeNp . ojeNpFl-vî . ilr eN^xa 3- 
a l—n^r3(a;^=a) 



Se un numéro primo divide un prodotto di numeri primi, esso è eguale 
ad uno di essi. 

10-6 p a Np . a £ N^ - (N,x/?) . r,s e l-(p— 1) . >v-z=5 3 
rest(ra,î))- =rest(sa,p) 

Se un numéro a (a^N,) non è divisibile pel numéro primo />, i multipli 
successivi di a, flno a quello ottenuto col moltiplicatore ji? — 1, divisiperp, 
dànno re«ti disuguali. 

10-7 a,6£N4 . a+&£Np 3. D{a,6)=l 

10*71 %b £N, . a>b . a— 6 e Np 3- D(a,&) = 1 m. a,b8'^^X(a^b, 
10-72 a,6 £Np . />^/i £ Nj 3 D(a"'+b",a) = D(a'"+&» =1 
10-73 a,b £Np . m,n £N,a">&" 3. D(a" -^ ,a) =D(a"-&%&) =1 
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§67. /î 

30 X", X~/îX""a £ N,X6 O- « « N,x6 

3-4 mxX~-l, EX-"a+(X~)8X""a)Xm€N,x6 O- a«N,x6 

3-2 mxX"+l, EX"**a- » > » » Q. » » 

3-0 Un numéro intero (Nj) è divisibile pel numéro intero h (be N^) se b 
divide 10» {n€ Xj) e dividc anche il numéro formate dalle ultime n cifre a 
destra del numéro date. Sia /i =: 1 ; i divisori di 10 sono 2, 5, 10, e si ha 
il note carattere di divisibilità per 2, 5, 10, cioè: Un numéro è divisibile 
per 2, 5, 10, se la cifra délie unità è divisibile per 2, ô, 10, (Se la cifra 
délie unità é zero^ il numéro è divisibile per 2, 5, 10, perché ne Ni O. 
Ofi NoX»). 

Sia 71 = 2; i divisori di 100 sono 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100; e si ha: 
Un numéro è divisibile per 2, 4, 5, 10, 20, 26, 60^ 100 se il numéro foi*- 
mato dalle ultime due cifre a désira è d^^'isibile 2>er 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 
100. (Se le ultime due cifre a destra sono due zeri, il numéro è divisibile 
per ciascuno dei numeri sopra considerati). E cosi di seguito. 

Questa proposizione si sarebbe anche potuta scrivere assai semplice- 
mente cosi : 

a,6,n€N4.10*',restr(a,10'*)£NoX6 O- ^^N^xô 

3'1 Un numéro intero (N^) è divisibile pel numéro intero b (ôs N^), se 6 
divide mXlO** — 1 (m,n£Ni), e se separando n cifre alla destra del numéro 
date, la somma del numéro di sinistra e di m volte il numéro di destra è 
divisibile per b. 

Sia p. e. 7n=9, n=2, sarà wXlO» — 1=899=29x31; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

afNo . 6e (0-99) . a+96 e 29N, Q. lOOa+6 e 29N, 

.a+96a31N, Q. lOOa+fteSlN, 

Ossia : Un numéro (N^) è divisibile per 29 o per 31 se la somma del nu- 
méro dette centinaia, è di nove volte il nurïiero formato dalle sue due ultime 
cifre a destra è divisibile per 29 o per 31. 

Sia p. e. m=4, n=3, sarà mXlO» — 1=3999=3x31X43 ; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

ae No . 6£ (0-999) . a+46 e 31N, Q. 1000a+6£31N, 

. a+46 e 43N, Q. lOOOa+6 s 43N, 

Ossia : Un numéro (N,) è divisibile per 31 o per 43 se la somm^a del nu- 
méro deUe migliaia e di quattro volte il numéro formato dalle sue tre ultime 
cifre a destra è divisibile per 31 o per 43. E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicemente cosi: 

a,6,m,n£ Ni . mxlO**— 1, quot(a,10'*)+[rest(a,10")jxm£ NoX6. 
.3« aeNjXô 
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3*2 Un numéro intero (N^) è divisibile pel numéro întero b {ha Nj) se b 
divide wXlO» -\-l (m^iiyB Nj), e se separando n cifre alla destra del numéro 
dato, la diflFerenza fra il numéro di sinistra, ed m volte il numéro di destra 
è divisibile per 6. 

Sia p. e. m=9, n=2, sarà mXlO^ -)-l=:901=:17x53 ; e quindi avremo le 
due proposîzioni : 

as N, . 6£ (0-99) .a-96£l7N, Q. 100a+6£l7N, 

. a— 96 e 53N, Q. lOOa+6 s ôSN^ 

Ossîa : Un numéro (Ni) è divinibile per il o per 53 se la differensa fra 
il numéro délie centinaia e nove volte il num,ero formato dalle sue tUtime 
due cifre a destra é divisibile per 17 o />er 55. 

Sia p. e. m=2, n=3, sarà wXlO» + 1=2001=3x23x29 ; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

as N. . be (0-999) . a-26 e 23N, Q. lOOOa+6 s 23N, 
» » . a— 2b £ 29N, Q. lOOOa+6 e 29Ni 

Ossia : Un numéro (N^) è divisibile per 23 o per 29 se la differenza fra 
il num^ero délie migliaia ed il doppio del numéro formato dalle sue ultime 
tre cifre a destra è divisibile per 23 o per 29. E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicementc cosi : 

apjni^ne N^ . mXlO^'+l . quot(a,10'')— [rest(a,10**)]X/>? fiN^Xb . 

§68 Nprf 

No N4 H X / [" > ' 1 min Np Nprf 

•0 Nprf = Ni^ir3ti»=2N,'>[ir/(Ni+l)]j =Numero perfetto Df 

•1 Min Nprf =6 

•2 meN^ .3 -a Np"* H Nprf 

•3 7?ï£N,+l . 2"-l£Np O. 2"-*(2"-l)£Nprf 

î EUCLIDES IX, P36 j 

2— t(2--l)£Nprf 
•5 ae Nprf n 2N, .3 a N^ n m3[a = 2'""* (2"'-l) ] \ Euler { 

•51 Nprfo2Ni O. lONo+6 w lOONo+28 

•52 Nprf'>2Ni-^6 .3. 9N,+1 

•53 Nprfn2Ni-«28 .3 (7N,+l)u(7N,-l) 

•5^ Nprf^(10Ni+6) 3. 45N,+1 

•55 Nprf ^ (10N,+8) 3. 30N,-2 

•56 as Nprf ^ (10N,+8) 3- EX-^a £ 9^, 

•57 Nprf^(496+2N,) 3. (100N,+16) u (100N4+28 ) w 

(100N,+36) u (100N,+56) sj (lOON^+TB) 

•6 as Nprf 3. v/[N^ n (a/'NJ] = 2 
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N 1 e. 

•0 Questa proposizîone dà la definizione di numéro perfetto ; cioè * dicesi 
pevfetio {réXeioç) un numéro quando eguaglia la somma dei suai divisori, 
r un if à compresa, ed esso eccettuato ». 

'2 Un numéro perfetto non è mai eguale ad una potenza d'un numéro 
primo. 

•3 Tutti i numeri contenuti nella formola 2»»-i(2»*— 1), in cui wi è un 
numéro intero maggiore deU'unità, c 2»» — 1 è un numéro primo, sono nu- 
meri perfetti. 

*4 Tutti i . numeri perfetti che si conoscono sono contenuti nella formola 
2 »»-i( 2"* — 1), e corrispondono ai valori 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61 di m. 
Essi sono: 6, 28, 496, 8128, 33 550336, 8 589 869 056, 137 438 691328, 
2 305 843 008 139 952 128, 2 658 455 991 569 831 744 654 692 615 953 842 176. 

I sigg. I. FitzPatrikeG. Chevrel nei loro Exercices d' Arithm.étique 
— Paris, Hermann 1893, pag. 363 — dicono che è perfetto anche il nu- 
méro 144 115 187 807 420 416, il quale corrisponde al valore w=29, e ciô 
contrariamente a quanto afferma Dupuis neile sue tavole logaritmiche. 

Fer trovare altri numeri perfetti contenuti in questa formola, basta cer- 
care altri valori di m pei quali 2»" — 1 sia un numéro primo. Questa ricerca 
viene grandemente seraplificata dalla prop. ma N^ . 2^ — 1& Np r^. me Np 
che è la P5-7 del § 50Np di FjN3 ; basta infatti limitarsi a dare ad m i 
valori dei numeri primi. Sono già stati sperimentati i valori dei numeri 
primi non superiori a 61. Ma, anche cosi semplificata, questa ricerca è 
straordinariamente laboriosa. 

Mersenne nell 'opéra Cogitaia physico-mathematica asserisce che sono 
perfetti i numeri corrispondenti ai valori 67, 127, 257 di m ; ciô perô non 
è ben certo. 

La formola che dà i numeri perfetti che conosciamo, si suole anche scri- 
vere cosl: 2»*(2'»+i — 1). Noi preferiamo l'altra, perché più facile a ritenersi 
a memoria. Evidentemente si pavssa da una all'altra ponendo n:=im — 1. I 
numeri perfetti dati da questa formola sono tutti pari ; e la P'5 dice che 
i numeri perfetti pari sono tutti contenuti in questa formola. 

Non si conosce alcun numéro perfetto dispari. 

•51 Ogni numer.o perfetto pari termina per 6 o per 28. 

•52 Ogni numéro perfetto pari, tranne il 6, è un multiple di 9 più 1. 

•53 Ogni numéro perfetto pari, tranne il 28, è un multiple di 7 più o 
meno 1. 

•54 Ogni numéro perfetto, maggiore di 6, che termini per 6, è un mul- 
tiple di 45 più 1. 

•55 Ogni numéro perfetto, maggiore dl 8, che termini per 8, è un mul- 
tiple di 30 meno 2. 

•56 Se un numéro perfetto termina per 8, il numéro délie sue centinaia 
è divisibile per 9. 

•57 Ogni numéro perfetto pari, maggiore di 496. termina per 16, o per 28, 
per 36, o per 56, o per 76. 

•6 La somma degli inversi dei divisori d'un numéro perfetto, è eguale 2. 



-64^ 

§ 75. Chf 

1-0 ChfN^* = e0udue4wtôwe6^e9 

1-1 Chf N/ = eO w a u tô w rô 

1-2 Chf N/ = 0-9 

1-3 ChfN,|^(2N,+l) = 0-9 

1-4 neN, O. ChfN,"^* == ChfN," ' 

20 Chf m" = 6 O. ChfX-*m"e2N,+l 

2-1 . -= 6 Q. » » €2No 

2-2 ChfX-*7"*£(eOw^4) t^ELiN 1. c. P2677J 

2-3 me 4N, . = . Chf m e 4No . Chf X~'m s 2N, .sj. 

Chf m £ 2(2N.+1) . Chf X"*m e 2No+l 
JGelin 1. c. P2490I 
2-4 me 8N, . = . Chf X-^m e 2No • X*fiX-^m e SN^ .u. 

Chf X-^me 2No+l . X«/8X"*m £ (4NJ - (8NJ 
JGelin L c. P2491} 

Note. 

2*0-1 La cifra délie decine dî un quadrato (Ni*) è dispari se il quadrato 
termina per 6 ; è pari se il quadrato non termina per 6. 

2'2 La cifra délie decine d'una potenza intera positiva di 7 è o o 4. 

2'3 Un numéro intero (Nj) è divisibile per 4 quando la cifra délie unità 
è zéro, o divisibile per 4, e la cifra délie decine è pari ; oppure quando la 
cifra délie unità è divisibile per 2 e non per 4, e la cifra délie decine è 
dispari. 

2*4 Un numéro intero (Nj'i è divisibile per 8 quando la cifra délie cen- 
tinaia è pari, ed il numéro formato dalle ultime due cifre a destra è o zéro, 
divisibile per 8 ; oppure quando la cifra délie centinaia è dispari, ed il 
numéro formato dalle ultime due cifre a destra è divisibile per 4 senza 
essere divisibile per 8. 

*** 

Le proposizioni precedenti sono toi te in gran parte dal « Recueil de 
Problèmes d* Arithmétique jmr VAhhé'E. Gelin prof, au Collège Saint- 
Quirin a Huy (Belge) — 1896 — Collège Saint-Quirin Editeur » Questo 
Recueil contiene 3113 problemi (*) classilicati come l'indica la Table des 
Matières che trascrivo intégral meute : 

(*) Questi problemi sono in correlazîone col « Traité d^ Arithmétique Éié* 
mentaire, del Tnedesimo auiore — Huy — Collège Saint Quirin^ 1891 » opéra 
nella quale ciascun Insegnante délie nostre scuole secondarie troverà moite 
cose utili aU'insegnamento. 
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Nombres entiers. — Propriétés des nombres entiers. — Fractions ordi- 
naires. — Nombres décimaux. — Mesures de longueur. — Mesures de sur- 
face. — Mesures agraires. — Mesures de volume. — Mesures pour le bois de 
chauffage. — Mesures de capacité. — Poids. — Poids spécifiques. — Mon- 
naies. — Nombres complexes. — Puissances et racines. — Rapports et 
proportions. — Règle de trois. — Règle conjointe. — Partages proportîonels. 

— Mélanges et alliages. — Du titre des matières d'or et d'argent. — 
Questions pour cents. — Intérêt simple. — Caisse d'épargne. — Escompte. 

— Rentes sur l'État. — Actions et obligations. — Change et arbitrages. 
- Problèmes du second degré. — Progressions. — Logarithmes. —Intérêt 

composé. — Annuités. — Questions d'arithmologie. — Polygones. — Cercle. 

— Polyèdres. — Cylindre. — Cône. — Sphère. — Formules arithmétiques. 

— Formules pour la mesure des surfaces et des volumes. — Table de 
nombres usuels. 

Alcuni di questi problemi sono semplici esercizi di operazioni daeseguirsi; 
perô l'Autore ha saputo dar loro un carattere di novità, e presentarli in 
modo da destare la curiosità e l'intéresse dell'alunno. 

Altri sono problemi numerîci, varii, curiosi, interessanti, e quasi tutti 
riferentisi a questioni di vita pratica e di praiica utilitâ. Ciascuno di essi 
è seguito dalla risposta; e sono contradistinti con un ast«risco quelli che 
si possono facilmente risolvere sia per mezzo dell'Algebra, sia col solo sus- 
sidio dell'Aritmetica. 

Altri infine sono teoremi.da dimostrare; e sono quasi tutti radunati nel 
capitolo « Questions d* Arithmologie », in numéro di 450. La maggior parte 
di essi, o sono teoremi interamen te nuovi, dovuti all'Autore, oppure sono 
di quelli che difïîcilmente si riscontrano nei libri scolastici. Molti di questi 
teoremi sono seguiti dal nome di chi pel primo li enunciô. Sarebbe desi- 
derabile che in una ventura edizione, che auguriamo prossima, accanto al 
nome degli autori fosse indicata l'opéra e l'anno, come si suole fare nel 
« Formulaire de Mathématiques ». Credo che l'egregio e dotto Prof. Gel in 
farebbe cosa gradita agli studios! se a ciascun teorema facesse segtiire un 
brève cenno sulla via da seguire nella dimostrazione. 

I sigg. Professori troveranno in questo libro del Gelin una rac- 
colta abbondantissima di quesiti d'Aritmetica classificati in modo che in 
brève tempo, e con tutta facilita, potrapno scegliere per la scuola esercizi 
adattati air intell igenza dei proprii alunni, esercizi curiosi, ed interessanti 
si da rendere ameno lo studio, per se un po' arido, deU'Aritmetica. 

Torino, Gennaio 1900. MARCO NASSÔ. 
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ALCUNE FORMULE DI LOGICA 



i cTyc ry. oTyb .=. a(ry) s cryi ry. iryi .=. jry a^jc 

2 » a'^b .=. ac 25 6c 6 » b^a .=. 6w c3 ^^ 

3 » «36,=. a|36c 7 » iryi .=1. hac'^ 

8 ab'^ef 3. aft^^/* 8' ah'^ef. iTyi .3. 63 aé'/' 

9 ev^ Z'^* ^ ^ O- /"ID ^ï^6^^ 9' esjfiy aJ) . a^ft 3- ci^^fZy^ 

10 a^ô .=: ac"^ . à^ hac lO' «3^ •=• ac'^bc . au?3^^ 
1 0" a=6 .=: ac = bc . Osjc =: 6w<? 

il ab = aJ) .=:. a=b 12 a^bj^ 

13 a= (aJ)){au^) 14 (aJ))(^a\j^) = a^ ^ b-^ 

15 a>J) = ab\ja'b^jb'^ 

1 6 «3 bsjc .'fs^bc 3- ^^ = ^^ • ^^ = ^"^ 

1 7 a& = o-c . 63^ O- ^O ^^ • "3^<^ 

1 8 «3 '^^ • "3 ^^ •==• cT^c 19 a6 ^c . 0-6 3^ •=• ^^3^ 

20 a^hjc . -a a6-c . '^ac^b :=: a3^ • «^3^ 

21 » , ( » u » ) :=: » w » 

22 aw6 3 ^^ • ^^^=^ • "3^^ O* ^Z)^ 
22' » = ». * . » :3' * 

22" » . » .-ac6Î3-^!D^ 

23 cuJ) 3 ^^ • ^^^=<^ • -a^^ 3- ^3^ 

24 a= bsjc>jd . -a6c . -a66Î 3- ^^^ = ^^ • c^csjd) =6 
24' » . » . » .-acrf 3- 

a-6 =: csA . a-c = 6od . a-d = 6wc . a-6-c =d . 

o-c-d =6 . a-6-r/ =c 
23 a= bc , -a(-6)(-{;) 3' M-^) =^ • M-^) =& 
23' a=bcd . -a-6-c . -3-6-rf 3- ^"^ = <^^ • (^cd) =6 
23" » . ». » .-a-c-6Z3- 

ao-6 = cd . Ow-c = 6ri . aw-d = 6c . a^^bs^^ =rf 

OAMSjmd =jb . osj'h/^l =c 
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Note. 



P 1 La 3î comprende la F^I— 32 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando il faitore che si vuol 
togliere dalla Hp contiene il fattore 
che rimane nella stessa. 

» 2 La I3î comprende la Fjl— 33 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
Inogo quando il fattore comuue che 
si vuol togliere dalla Hp e dalla Ths 
contiene il/h//o?'eche rimane nella///?. 

» 3 Non è altro che l'applicazione 
dcl principio export alla F^ — 53 ; cosi 
si puô introdurre un fattore nella 
Ths solo quando questo fattore che 
si vuol introdurre contenga la Hp. 



P 5 La D: comprende la p4: e la 
sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando V addenda che si vuol 
togliere dalla Ths ô contenuto nel 
addenda che rimane nella stessa. 
» 6 La 3: comprende la F,I— 208 
e la sua inversa la quale ha sola- 
mente luogo quando Vaddendo co- 
mune che si \'tio1 togliere dalla Ths 
e dalla Hp è contenuto nel addenda 
che rimane nella T?is. 
» 7 Non è altro che Tapplicazione 
del principio export alla Fjl— 213 . 
cosi si puô introdurre un addenda 
nella Hp solo quando questo addenda 
che si vuol introdurre è contenuto 
nella 7"^^. 
P 4 In linguaggio ordinario come la Fjl— 32 si legge « ad una Hp si puô 
sempre unire un fattore qualunque » cosi la p4 si leggé « ad una Ths si 
puô sempre unire un addendo qualunque. 



» 8;8* Un fattore si puô sempre 
trasportare dalla Ths alla Hp (s 'in- 
tende mantenendo il segno e il nome 
di fattore) ma l'inverso si fa sola- 
mente quando il fattore che si tra- 
sporta nella Ths contenga la Hj) ri- 
manente. 



» 9 ',9* Un addendo si puô sempre 
trasportare dalla Hp alla Ths (sMn- 
tende mantenendo il segno e il nome 
di addendo) ma l'inverso si fa sola- 
mente quando Vaddendo che si tra- 
sporta nella Hp sia contenuto nella 
Ths rimanente. 



NB. — La regola determinata dalla coppia (P8;P8*) serve per la forma- 
zîone di teoremi inversi nel scnso indicato in « El. di Geometria Sannia 
e D'Ovidio pag. 27 4a edizione n. 21 ». 

La regola determinata dalla coppia (P9 ;P9*) si potrebbe chiamare duale 
délia précédente. 
P 10 Comprende le F,I— 32, p4, F^— 230 

» 10* » » F,I— 33, F,I— 208, F,I— 223 

. 10* » » F,I— 50; IV-210, F^— 224 

j» 11 Differisce dalla Fjl— 225 per la scambio di 3 ii^ = î comprende 
tutta la Fjl — 225 di più contiene le due forme « a\rjQr^vuJb , e Syll. ». 

» 18 Si puô intendere come im caso più générale délia F,I — 344 ; da que- 
st'ultima si passa alla p. 18 sostitucndo alla condizione « -gab » la con- 
dizione « -gab-c » la quale è sempre vera tutte le volte che è vera la 

précédente, ma non inversamente. Per questo fatto si ha lo scambio fra i 

segni .3- ; •=• 

» 19 Comprende in se la F^-120 ossia la F,III §4 P2-4. Osservando poi 
le equivalenze indicate dalle FjI-413 e F,I-254 si vede che la pl9 non è 
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altro che la pl8 nella quale aile forme délia la parte si sono sostituite 
forme équivalent. 

» 20 ; 21 Sono consegnenze dirette délia pl8. Si potrebbe a queste dare 
le forme délia pl9. 

» 22' -,22" Derivano dalla p22. La loro coesistenza gênera la FtI-345 ossia 
FjIII §5 P5-5. 

» 24;24' Sono g'eneralizzazioni della F)I-352. 

» 25';25" Sono gênerai izzazioni della p25. 

XB. — Le FJ-352 ; 24 ; 24' e le 25 ; 25' ; 25" costituiscono la regola per 
trasportare nna classe da un membro all'altro di una eguaglianza, nei 
casi possibili, 

Varallo, Dicembre 1899. 

PIETRO BUFFA. 

ALCUNE IDENTITÀ 

Il prof. Ferrari Francesco pubblica nel supplemento al Periodico 
di Matematica, anno III, fasc. I, intéressant! identità fra tre numeri a, 6, c. 
Alcune di queste formule, cioè le 1, 25, 34, 39 del Ferrari si trovano 
nel Forniulario. Délie altre mi parrebbe conveniente di introdurre nel For- 
mulario le seguenti, analoghe ad altre in esso già contenute. 

§^ P14: 
{a+2b){b+c-a)+(b+2c)(a-b+c)+{c+2a){a+b-c) = (a+b+c)* 
{a+b)(b+c){r-a)+{f>+c){c+a){a-b)+(c+a)(a+b)(b-c) = 

{a—b){b—c)(c—a) 
{a-b)*{a+b-2c)+ib-c)\b+c-2a)+(c-a)\c+a-2b) = 

•i(a—b)(b—c)(c—a) 
^a—b)(b+c-a)(a-b+c)+(b-c)(a-b+c)(a-\-b-c)-\-ic—a')ia+b-c) 

(b+c—a) = 4(a—b){b—c)(c—a) 
a(b+c){b+c—a)+b(c+a)(c+a-^b)+c(a+b){a+b—c) = 6abc 
a{b—c)(b+c—a)-^b{c—a){c-\-a—b)+c{a—b){a+b—c) = 

2(a—b)(b—c){c—a) 
(a+b)\a-b)+(b+c)\b-c)+{c+a)*(c-a) = -{a-b)(b-c){c—a) 
(a+b){a-bf+(b-¥c){b-c)'+{c+a)c-ay = 

2{a+b+c){a—b)(b—c)(c—a) 
ab(a*—Vi+bc{lF-c')+ca(c'-a') = -{a+b+c){a-b)(b-c)(c-a) 
ab{a+b)*+bc{b+cy+ca(c+af = {a+b-\-c)l{a+b){b+c)(c+a)-4abc] 
a(b-c)(b+c-af+b(c-a)(c-\-a—b)*+c{a-b)(a+b-c)*=^ 
(a-6)»+{&-c)'+(c-a)' = 

b(a-b)(b-c)(c-a)l{a-bf+(b-c)''+{c-a)*] 

F. Castellano 
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Additions au Formulaire 

par G, VACCA 

§r Pll'O } C. H. Peior a.l878; Cfr. Mm. a.l881 t.lO p.33 } 

{ cont, %n P8-1 } 

61 2t»(2f>5)+l £ NiX[2'(2'+l)+l] tEuLERPetrC. a.l732t.6p.l04j 
2|H2f«) +1 e NjX[2'(2"+2'+2*-l)+l] { Landry j 

2^(2f>12)+l e N,X[2"(2'-1)+1] j Pervouchine PetrB. a.l878 j 
2(^21^23) +1 e N,X[2"(2'+1)+1] [ . . j 

2^(2(^36) +1 e N,X[2"(2»+1)+1] { Seelhoff Zm. a.l886 1.31 p.l73J 
14-13 { Gerqonne Ann. de Math, a.1816-17 t.7 p.l63 | 

P15. 
•91 ne 6Ni— 1 . a,&eNt .3- 

{a+by—a'—b" e nab{a+b){a*+ab+b^x^ i 
•92 ne 6N,4-1 . a,&eN, .3- 

(a4.6)»_a»_6» g nab{a+b){a*+ab+b*)*x^i 

t Cauchy a.i839, Œuvres s.l t,4p.501; Eor. a.l841 t.2 p.l37 j 

§> P7-S ! Pappus VII P8 p.691 j 



•1 oeN, .3. aN,P£C3[x+0-a3Ni-Nj^(l+NJ] 

§Num 
•9 Num(Cls'Nj.= Num(N.FN,) 
•91 Num[(N„FO-n)|n'No] = NumN„ 

§2 Pl"73 l/\=0 
^ 14-1 ncN, .3 v[/,(«4-l)-2»] = 2[(-l)7»'Kl'"2n] 
j Catalan Jdil. a.l875 3.3 t.l p.240 j 

§72 1-73 n/\=:l 

P6. 
•» ne N^+l . ae (rFl""ri)Sim . 6= |i7[a^— a,(l—n)-tr] \r, l'-nj .3' 
se 0-(n-2) .3.. 2:ayb =0 : Za'^-^/b =1 
{ EULER a.l762 CorrM. t.l p.659 ; J?e<riVC. a.l775 t.20 p.78 } 

•21 Hp P'2 .3 ■s.a*lb=ia . ^a~^/b = (— l)VI7a . 

2a"*/& = (—vri(la)ina } Gaùss t.3 p.266 } 
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^ 8-1 ne 3+No . as (rFl-r2)Sim : rs l-(n-2) O^. 2a'=0 O. 
V j(— l)*a^//7[(a^— a,) |(r,.s), 1-n î 1-n ^ (r,s)3(r,s-e£aî . r<s)] |a7,l-7î} 
X2t(-ir(/aJXi7[ » > » * ] * }=n« 

. I Mac ilAHON Mm. a.l884 t.l3 p.l44 j 

§!P1. 

•3 neNj Q. 2:\n\n |n, 1-n} =(n+l)!— 1 
•6 .3 2:\n/(7i+l)l |n, l-n| =/(n+l)! 

§!3i/i 

j Gergonne Ann. de Math, a.1816-17 t.7 p.l65 ( 

§Dvr P2 

•4 U[f^(0"'n)] — [D(l,a)Y \ Barrieu NAnn. a.l895 t.l4 p.214 j 

§mlt P2 
?/,r£ Cls'R . Numw, Numr cN^ . aeB . /?£N, .^ 
•82-84 = (m|D) §Dvr P2-2-"4 j Barrieu NAnn. a.l895 t.l4 p.214 } 

§Cmb PS. m,X£ N, r^.. 

•2i 2:\C(ni,r)X^(l"\vf \r, 0'"m\=2:[2-(x+l)r 

[2'; » » » j = 2'{2'[C7w,ny^ |r,0"-wt] |.y, l'"jcj = 

2":' l+?/>|ï/,l"-a;j =2'[2---(cc+l)]»« ] 

•22 {rn+l)2:(l-xY" = 

(x+iy"''''-l'-2:\C(fn+l,r)x2:(l-xy \r, 0-(/H-l)} 

[ r?«+l ) |7n P'21 O. 
rîCim+ljnX-i' l-"a:'> !r,0--(7/i+l I = 2'[l--(ac+l > + i]— 1 .3. 

2*1 » ' X, fi"'m\ =(,x+l,'w+i— 1 .3. 

2*1 » » ,0---(7?i- Il î = (x+l)»i+i— 1— ( m+l)2(l---a')"»î .3 P] 

I -21-22 Pascal a.l655 t.3 p.301 [ 

§Cmb P3 au lieu de la P-r> lisez: 

•S neN, .3. vj(-i)''[C(2;i, r)'/ |r, 0-2nj = (-l)'*(3^)!/(;?!)' 

= (-irC(3/i,n)xC(2n,w)' 

[ DixoN London Mm. a. 1890 t.20 p. 79 j 
•5i a,??£N,.3. lîfQ//,;-)]-"!?-, 0"">?j £ (;2+l)xN, 

I ViVANTi Zm. a. 1888 t.33 p.358 \ 

•6 (i+x+xT = ->:|(.r"'-^+^'" '") X-2:[C(»i, r+2s) xC(/-+2,s s) \s, 
0-//0 1?-, l'"fn\ + x'" x2:\C(m, '2s) xC(2s, s) |s, 0'"m\ 
\ EuLER a.l778. PetrNA. a.l794 t.l2 p.47 } 
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§Cmb P4. 
•i ne^, r). ni = 2:i(— l)''C(n,7-) (n—rf |r, 0'"7i\ 

t EuLER Opéra postnma a. 1862 t.l p.32 j 
•5 nefi, .3 v/(i-n) = 2[(-l)''"*C(n,r)/r |r, 1-n] 

I IdM. a.l900 p.121 j 

§Np Pl-3 2(N,+1) 2;) Np+Np 

j GoLDBACH a. 1742 Corr^M. t.2 p.l35 ; Dem? j 

§Np P4. 
•6 n£N, .3 (2^^1 +1 € Np 

j Gergonne a.l828 Ann. de Math. t.l9 p.2o6; Dem? j 

•7 7x2*^+1 E Np j Seelhoff Zm. a.l886 t.31 p.380 j 

§Np P9. 
•2 Num NpH(4N,+3) e infn 

•3 Num Np'>(4N4+l) £ infn ( cont PIO*^ j 

•4 Num î Np rs [2(^(2f^N,)+ 1] j £ infn 

t EiSENSTEiN a.l843 JfM t.27 p.87; Dem? j 

§mp . 

Il convient de généraliser la Df 1*0 en substituant k l'Hp dé la PI: 
a fi s Ni+1 > la suivante ; 

^ 1. a£N,.6£N,+1.3^ 

On a alors : 



•li mp(&,l)=0 

On peut aussi donner des Df qui ne contiennent pas le symbole « max » : 

M 2 mp(&,a) = ?No n X3[as (&^XN,H6"' *XNJ] Df ? 

•i 3 -; [0-x = Nq ^ y3(a£ ?/xN,)] Df ? 

On peut aussi ajouter : 

•41 ae Np . ft,c£Ni .3 rop(^> bc) = mp(a,&)4-nip(a,c) 
2-5 î Wallis a.l658 t.2 p.814 : 

«f Si duorum pluriumve nutneroruin primorum potestates quaelibct inviceui 

ducantur, factus partibus suis aliquotis auctus, aequatur facto ex compo- 
nentibus partium suarum aliquotarum additionê auctis » . } 

§nt PO. . 

•91 a£R.3 nta = /Dvr(l,/a) . dta = /Dvr(l,a) Df? 

•92 = / mlt(l, a) = / mlt(l,M) Df ? 
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« 6. 

M aeR . be N^+l O- ^Pi'^?^) = w^pC^? nta)— mp(6, dta) Df 

C'est-à-dire : mp(6,a) est la plus grande puissance de b qui divise le 
numérateur réduit de a, ou la plus grande puissance, changée de signe, 
qui en divise le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est toujours 
nul car on a (§nt PO-11) : Dvr(nta, dta) = 1. Cette Df comprend celle donnée 
pour le cas où o^N,. Alors on a dta = l, il s'ensuit que mp(ô,dta) = 0, 
en tenant compte de la modification introduite au §mp. 

•2 as N^+l . bsR .3 §mpPl-5 
•3 meN^ r^.\ asR'^ .=: xéNp 3.c- ^pi^yà) e nxni 
•4-5 aaN^+l . bsR .3 §mp Pl-8-9 -6 = §mp2-l 
•7 ?6£Cls'R. aw .3 Ths §mp P2-3 

•8 . NuiïiM fiN^ 3- '^ 

j -e-T-S Barrieu NAnn. a. 1895 t.l4 : 

'6 Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés 

d'exposants entiers, positifs, ou négatifs, (p. 96). 

•7 Pour former le plus grand commun diviseur de n nombres, entiers ou 

•ractionnaires, on fait le produit de. tous les facteurs premiers qui entrent 

dans ces nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible 

exposant, (p. 97). 

J8 II y a une loi de formation analogue pour former le plus petit commun 

multiple, (id.). | 

Note. — Il convient de poser le §nt entre les §mlt, et §Cmb. Alors la P6 
qu'on a ajoutée ici irait prendre sa place dans le §mp. 

^ 7. ps Np . p>3 . ne 1- {p~3)/2 . rsN, 3. 
i nt2/[l-(p— 1)] e p"xN, [ Osborn a.l892 Mm. t.22 p.51 j 
•î ntv;/[l-(^— 1)1' £ ^^xp 
•3 nt2/[l-(p— l)]2«-i £ N,xp* 
•31 * » ' j^»» £ N^Xp 
•^ ntv/[l-(p-l)]|S[r(p— l)+2n-ll £ ^^Xp' 
•41 » » » + 2n . ] £ N^Xp 

•42 » » » + p—2] £ N,xp" — (r+2)p/2 

•43 » » » ] £ N^Xp —1 

j •1--43 Glaisher a. 1900 QJ. t.31 p.337 j 

SQ P34. 
•31 a£N, 3. ^af^-(N,!)€Q-R 
•91 a£ (NJN,)cres .3 2:\l/n(a, l-nf] |/?, NJ £ Q-R 

.3 Al + /(«!««) + /(«i«j«i)+ ... £ Q-R 

t Stern a. 1848 Jf M. p.95 j 

i -31-91 LIOUVILLE JdM. a.l851 t.l6 p.l41 } 
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§q * 44. fl'q 

• 1 f£ qfq : y,ZE(\ .^y,^ . fiy+z) = fy + fz: a,6,a?£q . a<6 . 
Vf'arb eq Q. fx = (fl)xx \ Darboux MA. a.l880 t.l7 p.55 j 

§E P3 

•8 aeN, .3 a\ = 77î/7[/7|Np <> 0-E(s-«x »] |.s N^] |r, N,t 

{ TCHEBYCHEF a.l850, JdM. t.l7 p.341 j 

mt 5. Int 

ï(,rs Cls'q .3. '0 Int<^ = lu = q-A(q-2/) Df 

AWe. Avec le symbole A on peut exprimer simplement plusieurs autres 
classes introduites dans F1889, et ensuite par plusieurs A. 
Notamment : 

Inta ou lu = points int^'rieurs du domaine u 

Eu ^ q-'Xu = » extérieurs » 

hu = X{q - m) <^ Am = » frontière » 

•1 lu'^u -2 IIu=zlu "3 I(u^v) = Ih^Iv 

•31 iO'-^O-lOl^ '^i l{iiyv)'^lusjlv 'd3 1(Iu^Iv) — ïh^jIv 

[§TP11--33 0. -l-SS] 

•4 ;w = q-l(q-w) Df? 

j Cfr . §p P3-2 j 

§lim P6 
•31 asO .3 lim(a^ri |n e Q 

•32 = 7 Q n ir3(a'"= rr) 

î EiSENSTEiN JflVI. a. 1844 t.28 p.49 j 
13*21 u£ qf Nq . Lm :i{Uf 0—;?) |;i 3l • ^^ (QfN<,)decr . lima =0 .3- 

2(a?^,Ng)£q t Abel t.l p.222 j 

i as Qf Nq decFo . 2(a,No) =00 . neN^ . hs 0-(n— 1) 3- 

v(a, nxNo+/0=« 
18--4 { Mansion a.l887 Rés. du cours d'Analyse inf., Paris p.281 j 
18-6 UE qFNodecr . lime^ =0 . imodî^ =00 . ^u eq 3- 

lim[v;(sgiiw, 0-^î)/>i] |n=0 ( Cesàro Anal Alg. pl64 j 

§e 
•8 I Euler Mise. Berol. a.l743 t.7 p.l77: 

« e* = [1-| 1 existente n numéro infinito. »| 

•25 nçNj. .rerf 1-n .3- e'*+v(a;^e**~''|r, I-7?) -=0 

j Hermite a. 18 73 ParisCR. t.77 ; cfr. Gordan a. 1893 MA. t.43 } 
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§log PI. 
•31 m,7i£Ni . 7n<Cn .3- ^^^ l/(mp""np) \p = log(m/n) 

j Joh. Bernoulli II a.1710"^ 1790, a.l729 CorrM. t.2 p.300: 

« Si l'on coupe la progression harmonique 1/x ... en deux parties ... soit In 
raison du nombre des termes dans la première et seconde partie comme mh n, 
la somme de toiLs les termes de cette seconde partie sera = log[(m+n)//iJ. > 

•8 as (ef^— /e) "^ 1 .3 
lim(a^)'*l \n = 2\(7i+lf'^{loga)y?il \n, N,\ 
\ EULER PetrA. a.l777 t.l \ 

\ MuRPHY A treatiseon Alg. EquationSy Londona.1838 p.81 J 
j EiSENSTEiN JfM. al 844 t.27 p.ol : 

aa^ = l+loga+3^-|j-^ +* 3! +^^^- 

und dièses Résultat gilt 

von a=— j-==0,6922... (excl.) bis a=l (incl.) . } 

§^ PI. 
•81 ne vKl+v|6)+vK9— 3^)— 0X'* j Mascheroni a.l798 p.248 { 

•82 ne 95 + 3/>15-0X-* 

•83 ;r € >l(40/3 -2^3) +70X-» j 

I KocHANSKi, Acta eruditorum a.l685 p.398 j 
•84 ne (13>Jl46)/50 +(9X"* } Specht JfM. a.l828 t.3 p.83 ( 
•85 n e (501+80>J10)/240 ~0X"' 

j Gergonne Ami. de Math. a.l817 t.8 p.252 j 

Noh, — Les P"83 -84 donnent des constructions géométriques assez si mple 
pour jï en observant que : 

^|(40/3-2v|3) = 44+.;3-/vp.^] ; (13^146/50 = (13/10)v|[l+(ll/5)T.. 



•9 /^eNj a:£ rf 1— n .3- ^**+:£(.^,.-"t'*~''|r, 1— 7?) -=0 

I LiNDEMANN a* 1882 MA. t.20 p.213; 
cfr. GoRDAN a. 1893 MA. t.43 p.222 j 
^ 5. n£N, . a,=v(N,'^^^/N,) .3 
•1 limj (aj+a,+...+a J//i»l \)i — ^l'/Pi 
•2 limî(a,/l+a,'2+...+a,^»'nj \n = jr ."6 
•3 Iim|(a,/l+a^^4+...+a,^ '>i'). log^? j | n = ti'G 
•4 \im\{<P,-^0,+-+^j;n'\\n = 'i!n' 
•5 \\m\{<PJ\'\'^^i2-\-...+^Jn)ln\ |n = 6 Vi" 

•6 limt(^i/l+$^4+...+0„/V)/log^i| 1^ = ^/6 

j -i-^C Cesàro a.l893 NapoliA. s.2 t.6 N^ll p.l5 } 



-* ; 
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§sin 
2-3 t EULER PetrNC. a.l760 t.5 p.204 \ 

4-5 œ (Qf No)decr . lima =0 . X8 q^2nn .3 2[(a^cosra?)|r, NJ eq 

•6 . xeq .3 [l{(iMnrx)\x, Nq] eq 

j BjOrling } 
5-6 xe (— ;r/2)""(7i/2) .3 log(cosa? + îsînr») = b? 
j Cotes a.l714 London PhîlTrans. t.29 p.32 : 

«...si quadrantis circuli quillbet arcus [x], radio CE [1] descrîptus sinum 
habeat CX [sinx], sinumque complementi ad quadrantem XE [coso;]: 8U- 
niendo radio CE pro Moduio, arcus erit rationis inter EX+XCv|— 1 et CE 
[cosac + i sinx] mensura ducta in «J— 1. » | 

§sm"* Pin 
Eu 1er, Mise. Berol. a.l74d t.7 p. 167 a adopté les notations: sinAsc, 
AsincB , au lieu de : sinx , sin-^â; ; où A est l' initiale de Arc. 

§sin"* P3. 
•S^l (m,n,Xjy)3[mfn£n . x^yeN^ . x<CiJ . fntng'^x +ntng~*î/ = 7r/4] 
= e(l,l,2,3) sj 1(2, -1,2,7) u «(2,1,3,7) u f(4, -1,5,239) 

j Stôrmer BsF. a. 1899 t.27 p.l70 } 

• 5 7 71 = 2 j tng"*/(2n") | n, N j 

§vct P8-4^ } Lagny Paris M. a.l706 p.319: 

Dans tout parallélogramme la somme des quarrez des deux diagonales est 
égale à la somme des quarrez des quatre cotez. | 

35-2n j Regiomontanus a.l533 p.95: 

In omni triangnilo ... sinus laterum ad sinus angulorum eis oppositorum 
eandem habent proportionem. 

§103 (7 
^ 1. ks Cls'pnt . kr)ôk . psk . UyVe qfA .3. 
•0 p(w,A:,p) = 
? vct ^ i'>3\lim\[l(uq'"iip) — (g— p)Xî?)/mod(ç— p)] \q, A-, p\ =0 } Df 

Hftmilton a introduit cet operateur p dans ses Tje.ctures on Quaternions^ 
Dublin a.l853, p.610. 

, Lamé (JdM. a.l840 t.5 p.316) avait déjà étudié le modp(w,fc,p) en Tap- 
pellant « paramètre différentiel de premier ordre de la fonction u ». 

•1 Vi^i+v, k, p) = f7(u,k,p) + F(t^fc,p) 

^ 2. ne vct . n,p£ pnt . 77îs 2+No .3- 

• 1 fiuxip—a) Ip, pnt, 79] :=u -2 p[(p— a)' | p, pnt, p] = 2(p— a) 
•3 p[mod(p— a) I Py pnt^a, p] = U(p— a) 

'A pj[mod(p— a)]"* I p, pnt, p\ = m [mod(p— a)]'^""*U(p— a) 

20. yn. 1900 KdM. t.7 6 
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« 3. 

M Hp PI . up = max?*^A: . y{u,hjp) e vct .3. f7(ti,k^p) 
•2 Hp PI . le (IntA)F0 . te© . Dit, y(Uyk,lt) e vct Q. 

•3 Hp P-2 . ult = max til'O O- fO^A ^0 X DU =0 



Additmrs au Fo)^nudaire par M. Chini. 

§a 

E^T) = EC*s|Ear) , 

§vct 
10*91 ityVyfveyct.xeq .3- (^<X'%no) =: (ir?<xO^^ 
/<,?',!(?£ vct-eO .|3- (^*X?')* = ^^V .=. ueqr 
(uXv)w = (?<Xî<^)?' .=. rE qw 

§D yct U D 
56. u€ (vctwO)Fq . De( £ vctFq .3 Dinod^^ = VtfXDu 
D\J2c = [(cmp_L«t)D/^]/mod;^ 

§102 rectaTang Norm curvatura 
^ 4. p£ pntFq . teq . Dpt £ vctwO . D^^ £ vct-qD;;^ .3 

Norm(p,0 = rectal 7;/, (cmplD^>/)(DV^O] Df 

Norm(p,i) = recta[y;/, D(\]Dpf)\ 

curvatura(p/) = modD(UD^;/)/ino(iDj!)< Df 

Additions au Formulaiî^e par G. Enestrôm. 

§— note. Ajoutez : 
On rencontre les signes + et —, employés régulièrement avec 
la signification actuelle, chez Grammateus a.i521. (Voir 
M. Cantor, t.2 (éd.2) p.:J9.) 

§7r Pl'5. Au lieu de P. Metius mettez A. Anthonisz. 
(Voir BM a.l888 p.36; 1889 p.84.) 

§jt P2'3 Remplacez la citation par: 
j Euler: a.l735(?) ; CPetrop. t.7 a.l740. (Voir BM a.l890 p.24.) { 
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Additions au Formulaire par G. Peano. 

§2 PI 
•8 //?,n£Ni . lis Nof(l'"/n i 1—n) ,3« 

:f;U[^K>^,s)|/', !••'//<] |s, 1-nj = v| v[«(/',s)|s, 1-n] |r, 1-m} 

§:^ Pio 

ncN^ . as (0"*9)f(0—n) . weN^ .3- 

•i :i(^^,X'' |r, 0-n) £ 2No .==. a, £ 2N, 

•2 » £ 3No .=. i:(a, 0-n) £ 3No 

•3 » £ 4No .=. a,j+2ai£4No 

•^ » £ 5No .=. «ofiôN^- 

•5 » £9N^ .=. v(a, «-n) £ 9N^ 

•6 * £ 2*^N, .=. «o+«iX+a,X*+...+a,,_,X"-* £ 2*^No 

•7 » £ 5"*No .=. » » » » € Ô'^N^ 

§Np 4-32 Np -e2 r^ (4N,+1) ^ N,*+N,» 

Np f^ f(8N,+l) o (8N,+3)] 3 N,«+2N,» 

Np A [(8N,+1) u (8N,-1)] 3 N,»-2N,' 

Continuation : Legendre a.vi tables 3 et 4. 

5-23 aéN . 2a+l £Np . &£ n - n(2a+l) .3- 

(-6)"-l.£ n(2a+l) .=. be n* + (2a+l)n 
[ Legendre a.vi N.134 ] 

Les nombres n-+rtn s'appellent « résidus quadratiques de a». ' 

•24 n£N . x£ N F 1-n . a£ Np .3- (2^^)"— iC^") £ Nxa 

•31 2^—1, 2'— 1, 2"—!, 2'— 1 £Np j EucLiDES IX P36 scolia j 

•32 2"-l, 2"-l, 2"-l £Np 

•33 2*+l, 2'-|^l, 2*+l, 2*^+1, 2"+l £ Np 

12-34 as (N,+4)-Np Q. (a-1)! £N,Xa 

§nip 2-7 n£N.rr£ NF 1—n. a£Np .3- 
mp(a, Ilx) = Vf mp(a,a?J|r, 1—n] 

§Q 
2iVC ;r£Q-N,* .3 4r- [jr^HE4^')"[ '(2RJir +1) £ (9/[4(2E>|5P+1)] 

{Darboux, Sur Vextraction de la 7^acine carrée, BD. a.l887 p.l76 j 

§q44*i u,rs Cls'q . l^modw = l^mody = .3« l^mod(d^+r) =0 

P21 Dera 
§ }-P8.3 .3- ^^ ilw+Ay .=. 3(6;c)5(65Aw . celu . 6+c =:a) 
Df A O: • » .=. » [1 m(î/— 5i=0 . l,ni(t;— c)=0 . 6+c=a] 

§q P44-1 O: » O- » [l.mod(î/+r— 6— c)=0 . 6+c=a] 

» O- l,niod(î^+î;— fl)=0 . Df A 0« ^f ^(î*+y) 
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2-H UfVeCh'q.aeq O- ^ci+u) = a+ku '31 X{au)=:aXu 
•i2 l' mod w, r mod ^? 8 Q r^. X{u-\-v) =: iu+lv 

§d, M. Vivauti a continué la bibliographie de ces sujets dans : 

Lista bibliografica délia teoria degli aggregati 1893-1899, BM. a.l900 p.l60 

4*41 ue Cls'q . Numi* s infn . l' modu eQ .3- 
r qofl? 3 }Num[w^ir+Q)] s infnj = max ou . 
1 * > — » = min du 

§Lm 1. ojfiqfNo Q: 

2-91 Lm (-ir|n = d u «(-1) 

4^ 3. 

•j msN^ .3- Lm/î(n/»i)|n = [0— (m— l))/7n 

•2 aeR Q. Lm /î(an)|n = [0-(dta — l)]/dta 

•3 afiQ-R .3- Liii/9(an)|n = © -31 Lm/î>J=© 

•4 Lm [n— (EnI»)*] hî = Now^oo Ui Lm [n— (EJn)*J/>]n \n = 29 

§lim P6-3I aeQ .3 lim **Jaln = 1 

i aeQ . neNi .3- linij[**vj(a+a;) la?]** j |r = ? Qpx3{x''-'X—a) =0 
I JoH. Bernoulli t.4 p. 13: 

c universalitcr •'J(a+'*^a+''>J(a+'*vJ(a <É(^.)))) pro aequatione 
habebitur x^^—X—a = » j 

9*1 ieeqfNo . lim?/£q .3- i™f^(^^? 1— ?2)/n]|/i = limu 
11-5 ?i,?-€ Qf N, : neNo On- ^^.<^^n : 3(r,NJ fiQ O- v(ii,No) aQ 
•6 UE Qf(NoiNo) O. i:U[2/0?2,n)|n, No] |m, No| = 

i:U5<Kn)|m,No]|n, Noj 
15-4 w,re QfNo : rsNo 'Dr- '^Kj^K<^\J^r • 2(w,Nj6Q Q. 

2(w,Nj£Q 

§limP17 

•2 iTfiÔ .3. :s[a?7(l— iT^) |n, NJ = 2:tNum(Nj^ n/Osrjxa?'* [n, N^j 

I Lambert Architechtoiiik a.l771 t.2 p.507 j 
•3 xee .3 2[na?7(l--a;")|n,NJ== vjNum[N,nn/(N,+l)]i>c**|n,N,t 

I EULER PetrNC. t.5 a. 1760 p. 70 j 
16'5 m QfNo . hsQ, . co -£ Lm ni+^î^n |n 3 2(t«,No) cQ 
1 9-6 UE q f (NoîNJ . v[[l' mod u{m,n)\m 'No)] |n, Nq] eQ : 

weN^ 3^^- ^^^ u{m,n)\m eq 3- '^î^ I[u(m,n)\n^ NoJ |w 
= v[[lim?<(m,n)|m]|r?,Ny,] [ Commd, lim) ] 
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22-4 as 1+Q Q. /(a— 1) = l\n\/n[(a+r)\r, l-n]|w, N, 
j Stirling a. 1730 p. 11 j 

23-2 xer .3 lim [/S(nte)+/Î(— nîo?)) \n = lim (sgn p n\x)\n =0 
•21 a*£q-r .3- » » » * » =1 

31-0 lim [Num(Np ^ V"n) /n]\n =0 [ Leoendre a.vi p.464 ] 

§e -81 Um **Nj[(2n)! / (nln)] \n = 4/e 

§log 1-32 log2 = /2+/(2x2H/(3X2H... [ P-3 . x=-/2 .3 P ] 
'Ai log2 = 2( /3 + /(5X3») + /(7X3^) +... [ p.4 . x=l O: P ] 
•42 log[(a+6)/2 = (loga + log6)/2+t2f(a^6)/(a+&)]7^ \n, NJ 

2-2 neN^ Q. 

limj [Num Np'^ l'"x]/X'-l[r\/{logœY'^' \r,0"'n] j(loga?r' • \x = (n+1)! 
} TCHEBYCHEFF JdL 1. 17 p.384 j 

§Subst P5 

•6 weNi . us qF(l— n î I—m) . Dtrm u -:=0 . yeq,, .3' 
iTfiq^ • (Sbw)ic = y .=. a;= (Sbw)~V 

§sin 2-4 Lm(siii, q, oo) = (-1) ^1 

Lm( ocsinx \Xf q, oo) = q u too w t(— oo ) 
§vct P9 
•5 a,byC£ pnt . mod(a— &) = mod(a—c) = mod(6— (?) =1 r^. 

mod[(a+&)/2-c] = n|3 /2 . 

mod[(a+b+c)/S—a] = /v|3 j Euclides xiii P12: 

« ^Eàv eiç xvxXov rgiycovov ioànXevQov àyyQa(pfj, ij ^^^ rgiycôvod 
TiXevQa ôvvdjuei rgmXaaiœv êari xfjç èx tS xévtqh ts xvxXs. » j 

•6 afiyCyde pnt . mod(a— ft) = mod(a— c) = mod(a— d) = mod(&— 
(?)= mod(6— rf) = mod(6?— d) =1 .^ 

mod[(a+&)/2-(c+rf)/2] = >](/2) . 
mod[(a+b+c)/S-d] = >J(2/3) . 
mod[(a+b+c+d)/4—a\ = s|6 /4 | Euclides xiii P13: 

« rj T^ç 0(palQaç ôiàjuerQOç ôvvàjbiet fjfÀioXia iorl rrjç jiXevQâç t^ç 
nvQa/Àiôoç. » j 

§ VCt P13 
•2 a,6,<?£ pnt . m,n£q r^. 

{{m+nja—imb+^icjf = m(m+n)(a'—bY+n(m-\-7i)(a--cY'-mn(b-'CY 
Stewart Matthew, a. 1717^1785. 
— Propositiones geometricae more reterum denionstratae, 
Edinburgh a.l763. § vct P13-2 



- ?0 -^ 
[{m-\'n+2J)a''(mb+nc+pd)]^ = {m+n+p)lm(a—bf+n(a-'C)* 

§vct P23 
•2 u,i7e vct f 1-4 .3 Dtrm[u^Xt\ \{r,s), 1-4 i 1-4] =0 
§vct 34. ^ 

•3 a,byC£ pnt . mod(a— &) = mod{a—c) = mod(b— c) =1 .3 
cos{&— a, c—a) = sin[a— ft^a— (b+(?)/2l = /2 . 
sin » = cos » » = ^3 /2 

•4 aybjCjds pnt . mod(a— ft) = mod(a— c) = raod(a— c?) = mod(b— 
c) = mod(&— f/) = mod(c— rf) =1 O- 
cos[(a+6)/2 -c, {a+b)/2-d ] = /3 
sin »»»»== 2^ /3 
cos[(a+b)/2 -^, («+6)/2 - {c+d)/2 J = >J(2/3) 
sin » » » » » = n1/3 

Additions au Formulaire par T. BoGGio. 

§sin 5-11 men.O/'eq.^- 
sinl(4/>/+l) 7r/2+a;l = + co&r sin[(4>?i+2) 71/2+0?] = — sino; 

» — =+ » » — =+ » 

sin[(4//«+3)7i 2+ir] = — * sin[(4//?+4) jr/2+a1 = + » 

1 2 cos[(4//«+l) jr/2+.rl = — sino; cos[(4/>?+2) ^/2+.x1 = — cosir 

cos[(4/H+3);r/2+a'] = + » cos[(4/>i+4)7r/2+ir] = + » 

•2i sin 2x = 2 sin;r cos-o? 

cos 2a* = (cosaf-(sinxf = l-2(sinj^)» == 2(cos^)«-l 
X£ 4n7r+2aT Q. sin .t/2 = + v| [(1- cosa;)/2] 

'X£('in+2)7ï-\'2eji » — 

a'£q .3 sin j; 2===[(--l)^Ej^/(2.T)l]^J[(l--cosx)/2] 

•22 œs 2nn+e7i Q. sin.r = +n1[1— (cosj:)'J 
x£ (2n+l)7i+67t » ' — » 

.T^q .3 sin.r = [(-l)hE(,xV^'')]^jri-(cos.rn 
a'£(4n-lK2+0jr 3. cos,x = +v|[l-(sina*)T 
rre(4n+l)7r/2+07i » — 

ireq 3. cosjt; = [(-l)^E(a^AT+/2)W[l-(sin(r)'] 
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•23 œ8(Sn^l)jt/2+e7i .3 2sin a'/2 = + >J(l+siim')-J{l-sin;r) 

» 2cos x/2 = + » -[- » 

rr£(8n+l)7r/2+©jr.3 2sin^/2 = + » + 

» 2cos x/2 = + » — » 

ir£ (8n+3);T/2+ Oti Q. 2sm aV2 = — » + 

» 2cos ir/2 = — » — » 

ire (8n+5)n:/2+07r .3 2sin a:/2 = — » — 

» 2cos x/2 = — » -f » 

xeq .3- 
2 sin ir/2 = 

[{-lfE\x/(27z)+/^Ul+siiix)-^[(^lfEix/(2^ 
2 cos a*/2 ==»-[- , 

•32 2 sin;x* cosy = sin(a;+y)+sin(.r— y) 
2 siiirz? siny = cos(ir— y)— cos(.r+?/) 
2 co&r cosy = cos(ir+y)+cos(rr;— jr) 

•33 sina' + siny = 2 sin (a:-+y)/2 cos (.r— j/)/2 
cosx + cosy = 2 cos ix+j/)/2 cos (x—y)/2 
co&r — cosy = 2 sin (a+t/); 2 sin (^x-\-y)/2 

•34 x^y/meq .Q- 

sin(a7+//?y) = 2 cosy sin[a;+(//?,— l)y] — sin[.r +(///— 2)y] 
cos(x+7}uj) = 2 cosy cos[^+(a//— 1)//] — cos[a?+(/>?— 2)y] 

•35 x,y£q.7jm£2n7z.m£^^ .3 

v[sin(a;+2r?/)|/',0-m] = sin(,r+//??/) sin (m+l)?/ / siny 
v[cos(ir+2r?/)|r,0-m] == cos(x+)}}y) sin (//^+1)?/ / siny 

•36 ^/^£Nj.^*£q-n7r 3- 

2v[sinr,xf |r,l-//#] = m — cos (//?+l)a? sin wœ / sin,r 
2v[(cos rxf\r,l'"û(] = />?— l-f cos //<^ sin {m+l)x / sinx' 

•37 lsin(;r+î/)]«+[sin(;/;-?/)]« = l~cos 2x cos 2y 
» — » = sin 2ir sin 2?/ 

•38 (sinrr)*+(sin?/)«— Isin(.x+?/)]» = - 2 sin.T sin?/ coQ{x+y) 

.39 [cos{x+y)]^ + [^os(x—y)Y = 1+ cos 2x cos 2?/ 
» — » = — sin 2a; sin 2î/ 
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'40 sin(a?+2/+^) = sîn^ cos?/ cosir + cosa? siny cos2^ + 

co&r cos// sin j — siiu^ sin?/ sin j 

cos(ir+2/+^) = cosrr cosy coss^ — sinrc sinj/ cos^s^ + 

sinoî cosi/ sioo — co&r sini/ sin^^ 

•4i sin£C+sin?/+sin;? = 

sîn(a?+t/+2^) + 4 sin (a;+?/)/2 sin (a?+0'/2 sin(y+^) 2 

sina?+sinî/— sin^ = 

'—^m{x-\-y-\-z) + 4sin (a?+2/)/2 cos (ir+^)/2 cos(î/+s)/2 

•42 cosoj+cosy+cos-s^ = 

--cos(a+î/+xr) + 4 cos (a?+y)/2 cos {x+z)/2 cos (y+z/2 

COSOJ+COSÎ/— COS-S' = 

cos(x-\-y+z) + 4 cos {00'{-y)/2 sin (a?+ j)/2 sin (j/+^)/2 

'43 sin(jc— i/)+sin(a;— 2^)+sin(2/— j) = 

4 cos {x—y)/2 sin {X'-z)/2 cos(t/— ^)/2 

[sin(a:?— 1/)] •+ [ sin(rr— 2)] •+ [ sin(?/— zf] = 

2[ 1 — cos(a*— î/)cos(a?— ^cos(i/— c )] 

sin (rr+xr)/2 cos {x—z)/2\ + sin(?/— j)/2 cos (?/+-cr)/2] =: . 

^simr+siny)/2 

•44 cos(a;— î/)+cos(ir— ^)+cos(î/— a) = 

—1+4 cos (ir— ?/)/2 cos(?/— 47)/2 cos(ir— j)/2 

cos(.2;— î/)'+cos(.x— j)'+cos(?/— ^)' = 

1 + 2 cos(;r— ?/) cos(a;— ;r) co^{y—z) 

•45 sin(a?+?/--^)+sin(j!?— ?/+xr)+sin(— a;+î/+5)— sin(rr+î/+4r) = 

4sinjfsinî/sin£ 

cos(a;+î/— :r)+cos(a?— ?/+5^)+cos(— a:+?/+-ij)+cos(a;+2/+j) = 

4cosircosî/co8J 

•46 l+cos.'r+cos?/+cos3^+cos.rcosî/+cos,?/cosj+cos2'Cosj^+ 
cos.rcos?/cosj = 8[cos(ir/2)cos(?y/2)cos(j/2)]* 

1— cosir'— cosy'— cos0'+2co&rcos?/cos j = 4 sin {X'\-y-\-z)/2 
sin (?/+^— .r)/2 sin (j+.r— ?/)/2 sin (rr+?/— 2^)/2 

1— cosj;'— cos?/*— cosj*— cos.rcos2/cosj = — 4 cos {X'\-y-\-z)/2 
cos {y-\-z—x)/2 cos (2:+.t— 2/)/2 cos (.r+?/— ^)/2 
•50 ir+î/+^ = jr .3- 

sina7+sin?/+sin-2; = 4 cos ir/2 cos ?//2 008^2 
sina^+sinj/— sinz = 4simr/2sin?//2cos3:/2 
co&r+cos2/+cosz = 1 + 4sin x/2 sin y/2 sin z/2 
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NUMERI INT 



per Â. Padoa a Borna. 

Présente ai lettori délia RdM. la trascrizione ideografica di 
un mio saggio d'una teorîa dei numeri interi relativi (positîvi 
o negatlvi), in cui non è presupposta alcuna conoscenza dei 
numeri interi assoluti (positivi) ('). 

Le 97 proposizioni sono enunciate e (tranne le proposizioni 
primitive e le deflnizioni) dimostrate mediante 9 simboli logici 
{ y 8 Cls '^ = ^ r^ 3 i) e 9 simboli algébrici ( n: suc sym 
prec 1 + X — ) 0; di questi ultimi, i primi 3 sono assuntî 
quali primitivi (vedi P 1-7), gli altri 6 sono definiti (vedi P 15, 
26, 30, 37-39, 58-60, 75) 0. 

I simboli « » ed « 1 » conservano qui il loro signiflcato 
ordinario. 

II sîmbolo « n » rapprescnta qui, corne nel Formulaire^ la 
classe dei numeri interi relativi; poichè in questo scritto non 
si considerano altre classi di numeri, puô esser letto breve- 
mente « numéro » (*). 

NeU'algebra ordinaria il segno « — » ha due significati di- 
versi, secondochè précède un numéro ovvero sta fra due nu- 
meri. Per eliminare taie ambiguità, al segno « — » ho sosti- 
tuito nel primo caso il simbolo « sym » (che si puô leggere 
« il simmetrico di ^), facendo uso dei segno « — » soltanto 
nel secondo caso ('). Il diverso signiflcato dei simboli « sym » 

(*) Essai d'iiiiJB théorie algébrique des nombres entiers, précédé d*une in- 
troduction logique à une théorie déductive quelconque, Congresso interna- 
zionale di Filosofia, Parigi, 3 agosto 1900. 

(') Oltre aile lettere^ ^Winterpunzione logica ed aile consuete abbrevia- 
zioni (P Pp Hp Ts Df). Ho trascritto i simboli logici ed algébrici nelPordine 
in cui ne ho fatto uso. 

(•) Conservo la numerazione délie P, per facilitare un eventuale rafifronto 
con Toriginale. (Vedi BibL du Congrès int. de phil,, t. III, p.309-365, 
Armand Colin, Paris) . 

(*) Neiroriginale questa idea è invece rappresentata dal simbolo « ent » 
(entier), 

(') Mentre ho assunto vantaggiosamente quale primitive il simbolo « sym » , 
non sarebbe stato certo opportune assumere quale primitive l'ordinario « — » ; 
ciô dimostra Tutilità espositiva délia distinzione enunciata. 

15. VII. 1901 RdM. t.7 6 
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e « — » è chiarito dalle P 85 e 75, le qualî mostrano che talî 
simboli equivalgono rispettivamente aile scritture « — > e 
« + sym >. 

Neiralgebra ordinaria manche il segno « + * ha due signifi- 
cati divers!, analoghi a quelli ora commentati deirordinario 
segno « — ». Qui è fatto uso del segno « + * soltanto nel 
seconda caso (*). 

In attesa d'aver deflniti î simboli « + » ^ « — », ho fatto 
uso dei simboli « suc » e « prec » (che si possono leggere « // 
successivo di> ed « il précédente di*\ attribuendo loro taie 
significato per cui «afin .3 suc a = a + 1- pi'^c a=a — 1 » 
(Vedi P41 ed 86). 

Il sîmbolo « X » conserva qui il significato ordinario; esso 
perô non è mai sottinteso 0- 

E chiaro anzitutto che V intei^retazione enunciata del sistema 

di idée primitive (n suc sym) verifica il seguente sistema di 
proposizioni primitive. 

a, 6, <?, den . us Cls r^.\ (*) 

1. suça en Pp 

2. syma en Pp 

3. sym(syma) =a Pp 

4. sym I suc [sy m(suca)] j =a Pp 
0. an'^ (r3(synLr =x) Pp 

6. syma =a . sym6 =6 .3. (v=h Pp 

7. an^w : xe nr^u r^x. suco? eu : yen . sncy eu r^y . ye^i : 

7/ sistetna di proposizioni primitive è irriducïbile ; in altri 
termini, le enunciate Pp sono assolutamente indipendenti ; il 

(*) Conseguentemente, qui non avrebbe senso la P « cun O» «=+^ * » di 
cui è fatto uso esplicito o tacito nei comuni trattati. 

(') La convenzîone comunemente espressa dalla P «a, b&n O- oè=flX6 »» 
non mi sembra logicameute aecettabile, perché in disaccordo con la con- 
venzione relativa alla rappresentazione dei numeri con cifre ; invero, ad 
esempio, poichè « 2, 3 an » , dovrebb' essere « 23 =: 2 X 3 » . 

Neiroriginale invece del simbolo « X » bo usato il simbolo « . », che qui 
abbandono per poter adoperare senza ambiguità Tinterpunzione logica. 

(•) Questa Hp si riferisce a tutte le P enunciate in questo scrîtto. 




\ 
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che significa: non è possibile dedurne alcuna dalle altre (pré- 
cèdent! o seguenti). 

È noto che per dimostrarc Tirriducibilità di un sîstema di 
proposizioni ^jrimitive è necessario e sufficiente trovare, per 
ciascuna Pp, una interpretazione del sistema di idée primitive 
la quale veriflchi tutte le Pp tranne quella considerata (*). 

Ciascuna délie seguenti interpretazioni verifica tutte le Pp, 
tranne quella il cui numéro d'ordine è eguale a quello del- 
rinterpretazione stessa (■). 

be 'ta . ce^ca w ib) . de ^ca w ^6 w ic) . es ^la séibs^icycd) .^0 

1) n=: la 

suça =6 . sucô =a 
syma =a . sym6 =6 

2) n = « numéro intero assoluto, încluso » 

xen .^u:' s^^^ = ^+1 
syma; = — x 

3) n = taycbyWyid 

suça =6 . suc6 =c . suce =d . sucd =a 
syma =a . symft =d . symc =b . symd =(? 

4) n = iaytbsjicycdy ce 

suça =6 . suc6 =c . suce? :=d . sucd =c . suc<? =a 
syma =a . sym6 =d . symc =e . symrf =6 . syme =€ 
b) n = tayjtb 

suça =6 . suc6 =a 
syma =6 . sym6 =a 

6) u = tayib 

suça =6 . suc6 =a 
syma =a . sym6 =6 

7) n^=Liaytbyic 

suça =ui . suc6 =:(? . suce =6 
syma =a . symft =<? . syme =6 

7Z sùitema di idée primitive è irriducibile, rlspetto al sistema 
di proposizioni primitive; il che significa: non è possibile de- 

(>) Vedi neiroriginale il § 17. 
O Vedi neU 'originale il § 58. 

(') Cioè: « sert, &, c, c?, e sono oggctti qualunque, purchè a due a due 
distinti (non egnali, logicamente) » . 



durre dalle Pp alcuna P che definisca nomînalmente una délie 
idée primitive mediante le altre. 

Fer dimostrare l'irriducibilità di un sistema di idée primi- 
tive, riapetto ad un sisteraa di Pp, è necessario e sufficiente 
trovare, per ciascuna idea primitiva, una interpretazione del 
siatema di idée primitive la quale verifichi tutte le Pp, e con- 
tinui a verifîcarle tutte, cambiando opportunamente il signifi- 
cato délia sola idea primitiva considerata (*). 

L'interpretazione 

6e -ta . ce -{la w (6) . ee^td . fe -{id « te) .3' 

saca =b . sucb =c . suce =a . sncd =^ . suce =f. s\ic/=d 

aymo =a . symft = c . symc =ô . symd =d . syme =/". 8ym/'=a? 
verifica tutte le Pp e continua a verificarle tutte se, învece, 

n= idu lev if 
ed anche se, invece, 

Bucw =^ . suc6 =aï . suce = b 
ed anche se, invece, 

syma =6 . sym6 ^m , symc =C (*). 

Dalle Pp 1-7 si deduc« 

8. symi =symft .3- 0=6 

I Hp O- »yni(symn) = symsj-.nfi) . P30. Ts ] 

9. syma =a; ,3- '*= sym.r 

I Hp O- »yni(syni<i1 = syma: . P3 O. Ts ] 

10. auc[ 8ym(suc(t)] = syma 

[ P1.2 O- suc[syni{suca)] ïn .P4.9 O- P ] 

11. aucl8ym(suc{8ymn}]| = a 
1 P2 . (symalrtjPlO . P3 O. P 1 

12. auca ^ suc6 .3- a=6 

I Hp .3 sym;auc[sym(«ue«)]l = 8ym;aue[sym(sucft)]l . P4 .3 Ts ] 

13. an ^ xa{s\xcx^^) 

1 cp=.sym[3uc(symn-t].3(l)-(3) 

P1.2 .3, x«n (11 

aucx ^ Muc;sym[§uc(symn"']; 1 2i 

(2). Pli .3 suça; =a i3i 

(l)-'3)0-P! 

14. suc6 =3 . suce ^=a ,3- &^f 
I Hp 3. sucb = suce . P12 .3 Ts ) 
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Poîchè, qualunque sîa il numéro a, esîste uno ed un solo 
numéro il cui successivo è eguale ad a (vedi P 13 e 14), si puô 
convenire di rappresentare questo numéro ,con una spéciale 
notazione, ad es. « preca »; in altri termini, le P13 e 14 gîu- 

stiflcano la Df 

15. preca =? [n ^ (caisucx =a) ] Df 

Da quanto précède si deduce : 

16. preca en [ Pi5 rj. P ] 

17. a7=preca r). s\icœ=a [ » ] 

18. suc6=a r^. 6=preca [ » ] 

19. suc(preca) =ui [ (preca | x) Pl7 o. P ] 

20. prec(suca) =a [ Pi . (suca,a) | (a fi) P18 o. P ] 

21. preca=prec6 r^. a;=b 

[ Hp O- suc(preca) = suc(prec6) . P19 O- P ] 

22. sym(suca) = prec(syma) 

[ scr=syina . y=: sym(suca) . PI. 2. 10 0« x^yBn . sucy =x . P18 O- 
y= precas O- P ] 

23. sym(preca) = suc(syma) 

[ P16 . (preca|a) PIO . P19 O- P ] 

24. sym[suc(syma)] = preca 

[ 5c= sym[suc(syma)] . PI. 2. 11 O- ^cêïi • sucx =:a . P18 O- 
aî= preca O* P 1. 

25. sym[prec(syma)] = suça 

[ P2 . (symala) P23 . P3 O. P ] 






Poichè esiste uno ed un solo numéro eguale al proprio sim- 
metrico (vedi P5 e 6), si puô convenire di rappresentare questo 
numéro con un simbolo spéciale, ad es. « » ; in altri termini, 
le P5 e 6 giustiflcano la Df 

26. 0= ? [n « a»(syma;==a?)] Df 
dalla quale si deduce : 

27. Oen [ P26 .3 P ] 

28. symO = « [ » 1 

29. syma =a r), a=0 [ » ] 
Definito cosi il simbolo « », si puô definire il simbolo « 1 » : 

30. 1= sucO Df 
ed analogamente si potrebbero definire successivamente i sîm- 

boli 2, 3, 

Da quanto précède si deduce : 
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31. len [ P27 . 1 O. sncOen . P30 O. P ] 

32. 8yml=prec0 

[ P30 .3 syml = 8ym(suc0) . P27.22 O- syml=prec(symO) . P28 O. PJ 

33. syml en [ P31.2 O- P ] 

* 
* * 

Da quanto précède si deducono le P34, 35, 36, le quali esprî- 
mono tre forme délia legge di induzione, estesa al campo dei 
7iumeri interi relativi. 

34. Oeu : xen^u .3^« suca;,preca; eu :3- n^^ 

[ Hp . P27 O- OfnAM O- a noM (1) 

Hp Oî aîfn n w Ox . sucoîeM (^2) 

yfn . ^VLçysu . PI Oy • sucyennw . Hp .3y . prec(sucy)eM . P20 .3y • y^^ K^) 

Hp . (1).(2).(3) . P7 O. Ts ] 

35. Oeu : xen n u «3^ . suca7,symir£^^ :3- n^^ 

[ xen n w . P2 . Hp .3p . synucen n w . PI . Hp .3c • suc(sy mx)£n n u . Hp 3-c . 

8yin[8uc(sym5c)]£w . P24 3*. precxeu (1) 

Hp . (1) . P34 3. Ts ] 

36. Oeu : xe vl^u i^x . precaî,symir£i^ :3- n^*^ 

[ 3C£n n w . P2.Hp 3j;. symarfii n î* . Pl.GHp 3x. 

prec(symx) fnnw . Hp 3a:. syin[prec(syinx)]ew . P25 .3.suc;cew (1) 
[ Hp. (1) . P34 3. Ts ] 

Ed ora, mediante le P 

37. a-fO =a 

38. a+ SUC& = suc(a+?>) Df 

39. a4-prec6 = prec(a4-6) 

si puô definire la notazione « a -f ^ * > dove anche a? è un « n > 
qualunque ; e precisamente : con la P37 , nel caso in cui 
0^=0 ; con la P38, in virtù délia P37, nel caso in cui x>Q ; 
con la P39, in virtù délia P37, nel caso in cui x<^0* 
Da quanto précède si deduce : 

40. (a+ft) en 

[ x,{a-\-x) f n . PI . 16 .Ox . a?, siic(a+x), prec(flf+^) ^^ • P38.39. Oa;. 

(a+sucx*), (rt+precx) b\\ (1) 

ti= X3[(a-{-x fin] .o: (2)-(4) 

P37 .0. Obu (2) 

are n ^ w . (1) .Oa;. suça:, prec x £m (3) 

(2) . (3) . P34 .0. nou (4) 

Hp .0. ôfTi . (4) .0. P] 

41. a+l = suca 

[ P30 .0. a+l = a+ sucO . P27.38 .o. «+1 = suc(flr+0) . P37 .o. P] 
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42. a+ syml = preca 

[ P32 .0. a+ syml = a-f- precO . P27 .39 .o. a-f syml = prec(a-f 0) . P37 .o. P | 

43. a+c = b+c .3 a=& 

[ xen . P40 .0». (a+x), (6+aî) fin (1) 

xen . a-|- succc =: 6+ sucac . P38 Ox. 

suc(a-fas) = suc(6+x) . (1) . P12 .!>. a+x = 6-[-x (2) 

Xfiii . a-\- precx = 6+ precx . P39 O*. 

prec(a+x) = prec(6+x) . (1) . P21 O* . a+x = 6-f-x (3) 

M= X3(a+x = b+x .3r. a=!>) .3: (4)-(6) 

P37 O. OfiM (4) 

xfi ivw . (2) . (3) .3r. sucx, precx fiu (5) 

(4) . (5) . P34 O- nDu (6) 

Hp O. cfin . (6) O- P 1 

44. c=:d . a+^ = b+d .3 û^=& 

[ Hp O. d=c O. a-H = a+c . Hp O- a+d = 6+d . P43 O- Ts ] 

45. (a4-6)4-c = a+(b+c) 

l P40 . P37 O. (a+6)+0 = a+6 (1) 

P37 O. b+0=b .3 «+(&+0) = a+6 (2) 
xfin . P38 . 39 . 40 .3r. (3H6) 

(a+ô) + sucx = suc [(a+6)+x ] (3) 

suc [a+(6+x)] = a+suc (6+^) = a+(6+sucx) (4) 

(a+6)+precx = prec [ (a+&)+x ] (5) 

prec [a+(&+x)] = a+prec (a-fx) = a+ (6+precx) (6) 
u=zx3 [(a+b)+x = a+{b+x)] O: (7)-(10) 

(1) . (2) O. Ofiw (7) 

Xfi nrm . (3) . (4) .315. s ucxfu (8) 

Xfi nru . (5) . (6) . 3». precx eu (9) 

(7) . (8) . (9) . P34 3. n3M (10) 
Hp .3. Cfin . (10) 3. P] 

46. l+a=suca 

[ u = X3(l+x = sucx) .3î {l)-(4) 

P31 . 37 .3. 1+0 = 1 . P30 .3. Ofitt (1) 

Xfi n^M . P31 . 33 3x;. 1-fsucx = suc(l-|-x)=suc(sucx) .3*. s^ic^ ew (2) 
Xfi nAu . P31 . 39 3-B. l+precx = prec(l+x) = prec(sucx) . P20 . 19 .3». 

1+precx = suc(precx) .3^:. precx su (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 3. n3w (4) 

Hp .3. afin . (4) .3. P ] 

47. (8uca)+6 = suc(a+6) 

[ P41 . P31 . 45 . 46 . 38 .3. 

(suca)+6 = (a+l)+6 = a+ (l+6)=:a+suc6 = suc(a+6) ] 

48. (preca)4-6 = prec(a+6) 

[ PI6 . (preca \a) P47 . P19 .3. a+b = suc [(preca)+6] (1) 

X = a+b . y = (preca)+6 . P40 . 16 . (1) .3. 

x,yfin . sucy = x . P18 3. y = precx 3» P 1 
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49. 0+a = a 

[ P27 . 31 . 30 . 18 O. = precl -D- 0+a = (precl)+a . P31 . 48 O- 
0+a = prec(l+a) . P46 O- 0+a = prec(suca) . P20 O. P ] 

50. a+b = b+a 

[ u = X9{a-{-x =: x+a) O» 

P37 . 49 O- 0€u (1) 

XI nrw O*. 8uc(a+a:) = suc(a:+a) . P38 . 47 .3r. 

a+sucac = (sucaî)+a 0«. sucar ém (2) 

XB nAtt 0«. prec(a+aî) = prec(a:+a) . P39 . 48 O*. 

a+prec£C ^ (precx) +a .3». precaj cm (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 O. nDu (4) 

Hp O. àm . (4) O. P ] 

51. a+sym6 = sym [(8yma)+6] 

[ P28 . 37 o. a+symO = a+0 =a (1) 

P2 . 37 O. syma = (syma)+0 . P9 O- ''= sym |(syma)+0] (2) 

u^zxe (a+symas = sym [(sima)+£c]j .ZD' 

(1) : (2) o. o«M (3) 

xtnrsu 0«. prec(a+syma!) = prec J8ym[(syma)+x]| . P2 . 39 .3p- 

a+prec (symx) = P2 . 40 . 22- .3^. 

a+sym (sucx) = sym [suc [(syma)+aî]| . P2 . 38 .3*. 

= sym [(syma)+(sucjc)] .3r. suc se ft* (4) 

xs Tuyu . [(prec suc, P38 . 23 . 39 )l(8uc, prec, P39 . 22 . 38)] (4) . D«. precx eu (5) 

(3) . (4) . (5) . P34 O. nDu (6) 

Hp O. àsn. (6) O. P ] 

52. syma + symft = sym(a+&) 

[ P2 . (syma|a) P51 . P3 O- P ] 

53. a+ syma =0 

[ x = a+syma . P2 . 40 O- ^cf 11 • P 51 •^' *c= sym [(syma) +a ] . P2 . 50 

D. x= syma; . P29 O- a; =0 O. P ] 

54. (syma) +a =0 

[ P2 . 40 . 53 O. P ] 

55. a+& = .3 & = syma 

[ P50 o. 6+a = . P54 O. 6+a = (syma)+a . P2 . 43 O- Ts ] 

56. (a+6)+c = (a+c)+b 

[ P45 . 50 O- («+&)+c = a+ (b+c) = a+ (c+&) z= {ai-c)+fj ] 

57. (a+&)+(c+rf) = {a+c)+(b+d) 

[ P40 . 45 . 56 O- (a+6)+(c+rf) =z [(a+6)+c]+c? = 

[(«+c)+6]+rf = {a+c) + {b+d)] 
* 

Ora mediante le P 



58. axO =0 

59. aX8UC&=ax6 + a 

60. axprecô = ax6 + syma 



Df 



I 
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si puô defînire la notazione « axx », dove anche xh \xn « n > 
qualunque; e precisamente : con la P58, nel caso in cul or=fy\ 
con la P59, in virtù délia P58, nel caso in cui x>>Q\ e con la 
P60, in virtù délia P58, nel caso in cui x<^. 
Da quanto précède si deduce : 

61. (ax6) en 

[ u = X3 [(aXx)fin] O*. (1W4) 

P27 . 58 O- Offw (1) 

3C6 nrsu . P40 ,ZDx. {aXx-\-a) en . P59 O^. ^ucac bu (2) 

. . . . P2 . 40 Ox. (aXac+syma) en . P60 O^. precx «m (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 O. rOu * (4) 
Hp O. ôfin . (4) O. P ] 

62. (a+6)Xc = axe + bxc 

[ P40 . 58 O. (a+&) XO =0 (1) 

P58 . 27 . 37 O. aXO+ôXO = OfO = (2) 

a»n . P40 . 59 Oj:. («+&) X sucx = (a-|-6)X£C + (a+6) (3) 
acfin . P61 . 57 . 59 .3c. («Xa? + ôXa») + (a+6) = 

{aXx+a) + (6Xx+6) = aXsucx + ôXsucac (4) 
ccen . P40 . 60 . 52 O^. (a+6)X prcx = (a4-6)Xac+sym (a+6) = 

(a+6) X x-[-(syma + sym6) (5) 
xsn . P61 . 2 . 57 . 60 Ox. («Xa? + ôXx) + (syma + sym6) = 

(aXx -\- syma) + (ôx^c + symô) =: aXpreca; + ^Xpreecc (6) 
w=xfi [(a+6)Xaî = aXx + bxx ] ."O: (7)-10 

(1) . (2) O. Osa* (7) 

(3) . (4) O. sucœ fiw (8) 

(5) . (6) O. precau au (9) 

(7) . (8) . (9) . P34 O. lOu (10) 
Hp O. csn . (10) O. P ] 

63. Oxa = 

[ 03511 . P27 . 62 . 49 .3r. OXo+acXa = (0+x) Xaz^xXa (1) 

xen . P81 . 49 .Dx. O+xXa = œXa (2) 

XBU , (1) . (2) .3;. OXa + scXa = 0+xXa (3) 
P27 . 61 . 43 O. P ] 

64. axl = a 

[ P30 . 27 . 59 . 58 . 49 .3 aXl = aXsucO = aXO-|-a = 0+a = a ] 

65. lxa = a 

[ u=zx3{lXx = x) 3: (l)-(4) 

P31 . 58 3. Oeu (1) 

X8 n^u . P31 . 59 . 41 3*. IXsuex = 1X£C+1 = x-^-l = sucx 3*. 

sucœ au (2) 

acfi n*^M . P31 . 60 . 42 3a;. iXprecas = iXar+syml = sc+syml = 

precflc .3».precaîfM (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 .3. n3w (4) 

Hp 3. asn . (4) 3. P ] 



- 82 - 

66. (syma)x6 = sym(ax6) 

[ P2 . 62 . 53 . 63 O. axb+{syma)xb = (a+syma) Xb = 0X& = (1) 
P2 . 61 . (1) . P55 .DP] 

67. axsyml = syma 

[ P32 . 27 . 60 . 58 . 2 . 49 O. aXsyml = 

aXprecO =: aXO+syma =i O+syma = syma ] 

68. (syml)xa = syma 

[ P31 . 66 . 65 O. (syml)X« = sym (1+a) = syma ] 

69. axb = bxa 

P58 . 63 O- Oeu (1) 

xs nf>u . P59 . 65 . 31 . 62 . 41 . Ox. 
aX8Ucx = aXaî+a =xX«+« = xX«+lX« = (x-|-l)X« = (sucx)Xa 1,2) 
acf nna . P60 . 68 . 33 . 62 . 42 Ox. 

aXpr©cx:=aX2c4-syma =a5X«+syma = £cX«+(syml)X« = 

(£C+syml)X« = (precx)Xa (3) 

xe n^u . (2) . (3) .3c. sucx, precx eu (4) 

(1) . (4) . P34 D. iiDm (5) 

Hp O. ôfin . (5) O. P ] 

70. axsymb = sym(ax&) 

[ P2 . 69 . 66 . 69 .3 aXsymô = (sym6)X« = sym ipXa) = sym (aXà)] 

71. (syma) X (8yma)=ax6 

[ P2. (sym6|6) P66 . P70 . 61 . 3 3. 
(syma)X(sym6) = syra(aXsym6) =: sym [sym(aXô)] =« Xà ] 

72. cX(a4-6) = cxa+cxb 

[ P40 . 69 . 62 . 693. P ] 

73. (a+b)X(c+d) = (axc+axd)+(bXc+bXd) 

[ P40.62.72 3. P] 

74. {axb)xc=ax(bxc) 

[ tt = xfi [(aXb)Xx = ax(bxx)] 3: (l)-(4) 

P61 . 58 3. (ax6)X0= . aX(6X0) = aXO = 3. Obu (1) 

xtuf^ . P61.59. 72 . 593x.(aX6)Xsuca5 = (aX&)Xx + aX& = 

ax{bxx) +axb = ax [bXx+b]:=a X (6Xsucx) 3*. sucx eu (2) 
xt nf>u . P61 • 70 3af. (aX&) X symx = sym [{aXb)Xx] = 
sym [aXipXx)] = aXsym(6X2c) = aX (ftXsyma;) .3». syma; eu (3) 
(1) . (2) . (3) . P35 .3. nJu (4) 

Hp 3. c$n . (4) 3. P ] 

# 

Per ultime, assumiamo quale Df délia notazione « a— & » la P 

75. a — 6 = a-fsymb Df 
Da quanto précède si deducc: 
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76. (a—b) en 

l P2 .40 . 75 o. P ] 

77. (a+b)--'b = a 

[ P40 . 75 . 2 . 45 . 53 . 37 O- 

(a+6) — 6 = (a+6)+sym6 = a+(6+syin6) = a+O = a ] 

78. (a— 6)+b = a 

[ P75 . 2 . 45 . 54 . 37 O- 

(a— 6)+6 = (a+ symô) +6 = a+ (sym6 +6) =: a+O = a ] 

79. a— 6 = 8ym(b— a) 

[ P75 . 51 . 2 . 50 . 75 O- 
a—b = a+ sym6 == syin[(syma)+6] := syin(^6+ syma) = syiii(6— a)] 

80. a-(a— 6)=6 

[ P76. 75. 79. 76. 50. 78.3 

a — {a—b) = a-}- sym(a— 6) = a+(^6-— a) ^ (^6— rt)+a = b ] 

81. a+6 = <?Ô-^~^ = ^ 

[ Hp .3. c— 6 = (rt-f 6) —6 . P77 .D- Ts ] 

82. c—b = a .3 ^+b = c 

[ Hp .D. a4-& = (r-&)+6 . P78 -D. Ts ] 

83. a—a = 

[ P75 . 53 .3. a— a = a + syma = ] 
w [ P27 . 49 . 81 .3. P ] 

84. a— = a 

[ P27 . 75 . 28 . 37 -D. a— = a+sy m0=a+0 = a ] 
w [ P27 . 37 . 81 .3. P ] 

85. 0— a = ayma 

[ P27 . 79 . 84 .3. 0— a = sym (a— 0) = syma ] 
w [ P27 . 2 . 54 . 81 .3. P ] 

86. a— 1 = preca 

[ P31 . 75 . 42 .3. a— 1 = a+syml = preca ] 

87. a— symô = a+b 

[ P2 . 75 . 3 .3. P ] 

88. a—ib+c) = (a— 6)— c 

[ P40 . 75 . 52 . 2 . 45 . 75 . 76 . 75 .3. 
a—{b -{-c) = a-f sym(b-\-c) := a-{- (sym&+symc) = (a+syraô) +symc = 

(a — b) -j-symc = (a — b) — c ] 

89. a+ (b—c) = (a+b) — c 

[ P75 . 2 . 45 . 40 . 75 .3. 

a+ {b—c) = a-j- (ô+symc) = (a+6) + symc =: {a-{-b)—c ] 

90. a— (b—c) = {a—b)+c 

[ P2 . (symc|c) P88 . P75 . 76 . 87 .3. P J 

91. (a+c) - (b+c) = a-b 

[ P50 . 40 . 88 . 77 .3- («+c) — {b+c) = (a+c) — (c+6) = 

^[(a+c)-c]-b = a-b] 
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92. (a—c) — (6— c) = a— 6 

[ P2 . (iymclc) P91 . P75 O- P 1 

93. (a— 6)xc = axe — bxc 

[ P75.2.62.66.61 .75.3 
(a— 6) xc = (a+»ym6) Xc = aX c+(»ym6) Xc = aXc +iym (bXc) = 

axe— ôXc ] 

94. ex (a— 6) = cxa — exb 

[ P76 . 69 . 93 . 69 O- P ] 

96. (a+b) X (c— rf) = (axe + 6xc) — (axd + bxd) 

[ P40 . 94 O. (a+h) X (c-rf) = (a+ft) Xc— (a-^b)Xd . P62 O- P ] 

96. {a-&) X (c+d) — (axe + axd) - (bxc + fexd) 

[ P40 . 93 O. {a-&)X(c+d) = ax(c+rf) -6X(c+d) . P72.D.P 1 

97. (a— 6) X (c— d) = (axe + bxd) — (fexc + axd) 

[ P76 . 93 . 94 O. (a— 6) X (c— d) = aX (c— d) — 6x(c— cl)=: 

(aXc-flXd) — (bxc—bxd) (1) 
Cl).P61.910. . . =[{axc+bxd)-iaxd + bxd)]^ 

[(bxc + axd) - (bxd + axd) ] (2) 
(2) . P61 . 40 . 50 . 92 O- P ] 

Roma, 20 aprlle 1901. 



IfUernaiional Association for promoting the Situly 
of Quaternions and AUied Systems of Mathematicsm 

RULES AND REGULATIONS. 

Name and Object. 

The name ofthe association shall be « International Association for Pro- 
moting the Study of Quaternions and Allied Systems of Mathematics. > 

Its objects shall be to further in every way possible the study ofthe cal- 
culus of vectors and rclated quanti ties. 

Membership and Fées. 

Any one may become a member on his own application, accompanied 
by fées of the current year to the National Secretary, or to the General 
Secretary when there is no National Secretary in his country. 

A member may resign his membership by letter to the National Secre- 
tary or to the General Secretary. 

The annual fées of a member shall be twelve francs or its équivalent. 

Any one of spécial merit to the object of the association, may be elected 
as an Honorary Member or as an Honorary Officer. 

National Secretary, Italy : Giuseppe Peano, Professore nella R. Università 
di Torino. (Voir RdM t. 5 a. 1895 p.l68). 
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ADDITIONS ET CORRECTIONS AU FORMULAIRE a.l901 

par 

E. Cantoni 

C. Ciamberlinî, abrégé en (c 

G. Enestrôm 

A. Padoa » (pd 

G. Peano » (p 

A. Ramorino 

O. Stolz 

G. Vacca » (v 

add. indique cette série d'additions, 

LOGIQUE 

%'Z) P-13 ligne 10. Au lieu de Opérais lisez Oper xs. (p 

P5-1 note. 

I^ mot «distributif» a été introduit par Servois Ann. t.5 a.l815 p. 98, 
vaec la' signification expliquée dans §lin Pl'O note. Sa valeur est ici 
généralisée. (p 

P6-2 (p.l4). 

Le mot «commutatif» a été introduit par Servois a.l815, dans la signi- 
fication expliquée dans §- PI -5. (p 

7-13 a,byC€C]ii . àry) .3 ^D^ O- ^D^ [ = Syli ] 

Ex. §Lm P4-6 add. Dem. (p 

p.l6 P8*l note ligne 4. Au lieu de xb lisez ara. (p 

§A p.23 P2-6. Après Haubcr au lieu de 1829 lisez 1825. (Stolz 

§- PI -5 (p.25) note. 

Servois a.l815 Ann. t.5 p.98: 

« Soit fîz = ffz. Les fonctions qui comme f et /* seront appelées corn- 
mutatives entre elles. » (p 

§sim p.37 ligne 9. Au lieu de §jr lisez §77. (p 

§15 p.38. 
On rencontre cette notation w-i dans Servois a. 1815 Ann. t.5 p. 93. 

«P 
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ARITHMÉTIQUE 

§+ p.39. Portez les P401-2 en avant des P2. 

En effet dans la P2 on considère le successif de 0, 1,... dont l'existence 
est donnée par les P4'0'1'2. (c 

p.40. Après mt lisez 3 (dans quelques copies). (c 

§+ 4-3. Le principe d'induction, quoique non énoncé d'une manière géné- 
rale, avait déjà été employé explicitement par Maurolycus a.l556, dans son 
ouvrage : Arithmeticorum libri diio, Venetiis, a. 1575. 

En effet dans plusieurs démonstrations cet auteur (p. 7, 17, 30, ..."^ après 
avoir démontré que l'énoncé, étant vérifié pour un nombre, est aussi vérifié 
pour le suivant, l'ayant vérifié pour les premiers nombres, il en conclut: 
« et eodem syllogisme pro quovis alio assignato loco utemur ad robora- 
tionem propositi. » (pag.30). Ou plus clairement : (pag.7) « ... et sic deinceps 
in infinitum semper(propositione) repetita propositumdemonstratur ». (v 

8'4l se Cls : ûceNg .3^- ^£s.\j.x=:l r^: aeN^ .3 «-h £^ [ = P.4 ] 

Cette forme, plus compliqu'^e, de la P'4 a l'avantage de ne plus contenir 
le symbole - de la négation : elle se rapproche beaucoup du principe d'in- 
duction (§+ P4-3) qui dit : 

ssCls . Oes : xes .^x- •'^+ ^"^ O- ^^^o O- ^^^ (^ 

§+ 10-9 note (p.46). 

On rencontre au>si les puissances des fonctions dans Scrvois Ânn. t.5 
p.93 a. 1815 (présentée a. 1812). (p 

§X (p.51) Pl-3 Dem, ligne 2. Au lieu de «(6+1) lisez a(b+c) (p 

» » Pl-31 Dem, ligne 2. » a(+b) » (a+b) (p 

8-2 (p.53) Dem[(a^d,b-d,c—d)\(a,b,c)FS1.0.P] ' (c 

8-3 (p.53) Au lieu de = lisez = — (c 

8-4 (p.53) Dem [ [3a— 6— c, 36— c— a, 3c— a— 'j^ | (a,6,c) P8-3 .3. P] (c 

8*4 (p.53) Au lieu de = lisez =— (c 

§/ (p.54) note ligne 11. Après «Oughtrèd» lisez a. 1631. (p 

(p.55) Note sur les fractmis. 

La P4'l rt,6,c,cfeNi .3: «/6 = c;d .=. adznbc 
a été prise pour définition par MM. : 

Stolz : Vorleswtgen ilber aUg. Arithmetik, a. 1855 p.43 ; 

J. Tannery : Introduction à la théorie des fonctions d'une v<iriabley 
a. 1886 p. VIII, et plus explicitement : 

— Leçofis d'Arithmétique, a. 1894 p. 148 ; 

L. Couturat : De V infini mathématique, a. 1896 p.l. 

Alors la fraction ajb est introduite « par abstraction » ; on ne pose pas 
(ajb) = (expression composée par les idées préxîédentes), 
mais on définit seulement par les idées précédentes l'égalité ajb = cjd. 
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Nous préférons considérer a/6 comme représentant la double opération 
Xrt /6, c'est-à-dire «multiplier par a et diviser par b». Les deux opéra- 
teurs ajb et cid sont égaux, lorsque, appliqués à un même nombre qui 
rende possibles les deux opérations, ils donnent des résultats égaux. (P3'2). 

Nous avons donné cette Df P3-2 dans F1889 p.l3; voir RdM. tl p.262. 

Cette façon de considérer les fractions comme des opérations, se trouve 
aussi dans les : Leçons sur V analyse infinitésimale^ a. 1894 p.2, par M. 
Méray, qui l'avait déjà publiée dans les AnnN. a.l889 p.421. 

Il dit: «On convient de représenter le résultat de l'opération composée 
« consistant à multiplier un entier donné £ par un second nombre n, puis 

« à divi.-er le produit par un troisième d, parle signe E X --t,... en lui lais- 

« sant le nom de produit du nombre E par le facteur fictif --v. Ces facteurs 

« fictifs, dont les combinaisons sont soumises à un ensemble de règles que 

« nous allons exposer rapidement, sont précisément les nombres fraction- 

« naires ou fractions. 

n' n' ' 
« Si la comparaison des produits des deux fractions -rr, -rr, pfti* Un seul 

n' > n' 

« entier E non = donne lieu à l'une des relations E — = E — la même 

d' < d' 

« relation aura lieu entre les produits des mêmes fractions par tout autre 

« entier..., pourvu que ces multiplications fictives soient toutes exécutables. 

« On exprime cette corrélation constante en disant que la valeur de la 
première est supérieure, égale ou inférieure à celle de la seconde. » 

Cette idée est la plus naturelle. Dans le papyrus Rhind, du calculateur 
égyptien Ahmès (a.— 2000 environ), on trouve (colonne 12) : 

« 1— (2/3-f /15) = /5+/15 
En effet, en opérant sur 15 on a : 

15_10— 1 = 3+1 » . 

fin suivant l'A. nous n'avons pas écrit le numérateur lorsqu'il est l'unité, 
mais nous avons remplacé les chiffres égyptiens par les actuels. (p 

§ /P70 note. 
On rencontre la fonction /a sous la forme h^ dans Hamilton IrishT. 1. 17. 

§1^ (p. 60) Note sur les puissances. 

Puissance = potentia, est la version de èvrafnç (Diophantus), qui signi- 
fiait «carré». (p 

§f^ 4-3 (p.62) On peut lire Nj à la place de Nq. (c 

§f^ 6*0 — La première démonstration connue de ce théorème est due à 
Euler PetrNC. t.8 a.1760-61 p.l05. Cette démonstration est tout à fait rigou- 
reuse. Au contraire la démonstration, qu' on cite habituellement de, ses 
Elém. d'Algèbre (a. 1770) est incomplèti». (v 
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§f^ 6-1 Note — Km m me Ty a. 1857, BerlinAbh. p.41, a étendu sa démon- 
stration à d'autres classes de nombres premiers. Il resuite de son analyse 
la dém. du théorème de Fermât lorsque rwl-100. (v 

§1^ P6'0-'4. On peut écrire plus simplement ces P ainsi : 

Les avantages de cette substitution sont indiqués dans la §- 3'8n. {v 

§fv P903 (p.64) Dem. au lieu de P04 lisez POl. (c 

907 (p.64). Dem [ 3(a*+a»6»-f6*)~(a»+a&+6«)» z= 2{a^b)\a'+ab+b^)>0 ] 

(c 

908 (p.64). Dem [ 2(a*+a»6«+6*)— 3a&(a'+&«) = Ta— 6)«(2a*+aô+26«)>0 ] 

(c 
§|N 909 il faut lire cette P ainsi : 

La démonstration suivante est due à Lagrange, Œuvres t.4 p.346, 
a. 1777 : 

[ 4(a«+a5+67 — 27(a'6+a5«)« =z (a— 6)'[2(a»+a6+6«)+3aô]» ] (v 

9-091 27(a'4-a*64-a6*+6^* > 2b6aV(a^+ab+by (v 

911 (p.64). Au lieu de 5 lisez >. (c 

913 (p.64). Cette P subsiste dans l'Hp plus générale a^S/)^ . a-f-ft>c. 

(c 
9-20 Dem 2, 

[2(a'+63+c3-3a6c) = (a4-6+c)[(a-&)«+(6— c)'+(c-a)'] ] (v 

9-24 Dem 2. [ 2;(a+6+c/— 27a&c! = 

{a^b)\a+b+lc)+(b—cy{la+b+c)+{c-ay{a+lb-{-c) ] (v 

9-30 (p.64). Dem [ {bc,ca,ab)\(afi,c)P'12 .ZD- P ] (c 

9-31 (p.64). Dem[ (a',6',c«) | (rt,6,c)Pll .3. a*f 6*-fc^ > aW+a^^+b-c^ ( 1 ) 

{ab,ac,bc) \ (a,6,c)Pll .3. a^b^+a'c^+b^c* > aào(a+b+c) \r 

(1) . (2) .D. P ] (c 

932 (p.65). An lieu de 5 lisez >. (c 
9-32 (p.65). Dem [ (a+&+c)(a3+63+c3)— (a»+6«+c')» = 

ab{a—by+ac{a—c)'^+bcj>—cy' >0 ] (c 

9-42 (p-65). Dem [ P9-41 .DP] (c 

9-43 (p.65). Dem [ P9-42 .3. P ] (c 

9-51 (p.65). Dem [ P14-41 O- P ] (c 

9-30-42-43 j MacLaurin a.l726 LondonT. t.34 p.l09, 104, 112 | 
•44 a,byC,deN, . ^(ad = bc) -I). (a'^P+bV) (c+d)' > (a+bfa'(^ 

(v 

14 03 — Cette P, sons la forme: oô = (a+6)«/4 — (a— 6)V4 , réduit 
toute multiplication à deux additions et une subtraction, si Ton a une 
table des quarts des carrés. Cette méthode est plus commode que celle 
des logarithmes lorsque on n'a que deux nombres à multiplier, et lorsque 
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on désire avoir tons les chiffres du produit. Une table des quarts des carrés 
des nombres 1"*200 000 donne tous les prodaits de deux nombres de 5 chiffres 
(Voir J. B I a t e r. Table des quarts de carrés de tous les nombres entiers 
jusqu'à 200 000, etc. Paris, a. 1888). Lorsque a-{-b surpasse la limite de la 
table on peut encore utiliser parfois la formule : ab = [a'-|-6* — (a — 6)']/2 . 
On peut aussi utiliser les formules : 

ab = {a+b) (a+6+l)/2 — a(a+l)/2 — 6(6+l)/2 
ab = a(a+l)/2 + 6(&— 1)/2 — (a— 6)(a— ô+l)/2 

qui exig'ent l'emploi d'une table des nombres triangulaires n(w-|-l)/2. 
(Arnaudeau, Table dos triangulaires de 1 à 100 000, etc. Paris a.l896). 

(V 

§1^1404 (p.65). Dem [ (6— c,c— a,a-6) | {afi,c) P3-1 O. P ] (c 

14 07 (p,65). Dem [ (2&+2c— a, 2c+2a— 6, 2a+26-c) | {afi,c) P1406 O- P 1 

(c 

14121 (p.66). Cette P n'est pas exacte. (c 

14-122 (p-66). Dem [ (ô+c, c+a, a-f 6) | {a,b,c) P'il -D. P ] (c 

1413 (p.66). Dem [ (b-H—a, c+a— &, a+b--c) \ (a,6,c)P3-3 .D. P ] (c 

1414 (p-66). Dem [ P3-3 .D. P ] (c 
1417 (p.66). Dem [ (6— c, c—a, a-^b) \ {afi.c) P3-3 .3. P ] (c 
14-35 (p.66). Dem [ P-33 -D- P ] (c 
14-36 (p.66). Dem [ (6+c, c+a, a^)\{afi,c) P'31 .3. P ] (c 

14-38 (a^h^cf + (— a+6+^)' + (a— &— c)* + (a+6— c)* = 
^a'+V+&) + 24(6V4-c'a»+a*6*) (v 

14-7 (p-67). Dem [ (6c, ca, ab) \ (a,byC) P-37 .D- P ] (c 

14-72 (p.67). Dem [ (6-fc— a, c-H^—b, a-{-b—c) | (afi,c) P3-9 O- P ] (c 

14-73 (p.67). Au lieu de (âf-&)»+(6-c)«-f(c— a)» il faut lire: 

2[(a— 6)«4-(&-^c)5+(c— a)«] (c 

14-73 (p.67). Dem [ (6-c, c—a, a—b) \ (a,ô,c) P-72 O. P ] (c 

14-91 (p.68). Dem [ P-9 .D- P ] (c 

15-5 (p.68). Au lieu de 3^»-3+7'» X 2*»-i « 29Ni il faut lire: 
38h4.7»+i x23»+2 fi 29Ni. (c 

Au lieu de 992N, il faut lire 992No. (c 



§••• -01 aen . te a+N^ Q. a-6 = (6— No)-(a— N^) Dfp 

= (a+N^b-N,) Dfp 

•02 » .3-H^*"&) = (— ^)'"(-- ^) 

•2 1 a,ten . ce a+No . rfe 6+N„ .3 (û^"*^)--(&*"^ = 
(a— d)-(c— 6) [ P2-02 .D. P ] 

•4 a^h .=. a€0-& Dfp (pd 

J5. vu. 1901 RdM. t.7 7 



— 90 — 

%- 
Il y a peut-être avantage à porter ce § avant le §^. 

Entre autres, j'Observe qu'on fait ainsi disparaître les symboles de lo- 
gique (a,-) des P qui suivent; voici comment on peut exécuter ce dépla- 
cement: 

§••• 

•0 0-0 = *0 

•01 asN^ .3 0-(a+l) = (0-a) u i{a+l) 

•i .3- 0'"a = tO .=. 0=^ 

•2 a,6eN, .3 ^'"^ == 0-6 .=. a=6 



Df 



ajbyCëS^ .3 

•0 a^fe .=. O-a^O-b Df 

•i O^fl . a^a 

•2 a^& . h^fl 3- <ï=* [ Df â . §1 60 o. P 1 

•3 a^6 . h^fi 3- ^^^ [ Df â . Syil o. P ] 

§Nuni 
•25 Num(£a;) =1 
•26 ae Cls 3-- N^"^ ûteNo .=.•. -aa v. irea 3^- 

Num(a-ea;) -= Numa (pd 

•49 ac Cls . Numa eN^, 3- (û^Fa)sini = (aFa)rcp (p 

•57 as Cls 3 Numa e Infn .=. 14-Numa = Numa Dfp (v 
•82 j Jones a.l 706 Synopsis palmar. mathescos Londini p.21 7 : 

« Generally N* is the composition of n quantities in N » . { (v 

§2" Pl-0 (p.73). Au lieu de l-(m+l) lisez 0"(w+l). (p 

§2 2-5 neN^ . f^ge rfO-n 3 2;[^^X2(/; 0-x) \Xy 0'"n] + 

l[fxxi{gy 0-x) \Xy 0-n] = v(/; 0-/i)x v(flr, O-??) (v 

§2 3-3 Dem 

[ Hp O. 3J[r(r+l) |r, l-7i] = 32:[(r+l)(r+2) |r, O-(u-l)] 
= ^|[(r+l)(r+2)(r+3) - r(r+l)(r+2)] |r, 0-(n-l)| 
= n(n+lXw+2) O. P ] (v 

412 Dem. 

[ j?, = 2'(r» |r, r--n) = 2|r(r-fi)— r |r, \"n\ 

= 2{r(r+l) |r, l"-«] — J'Cidem, l---?i) (1) 
(1) . P3-3 . P3-1 O. -81 = ;t(«+lXH+2)/3 — w(«+l)/2 

= 7i(n+lX2?i+l)/6 O. P ] 

413 Dem. [ rêN, O- r»= (r-l)r(r+l) +r . P31-4 O- P ] (▼ 
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§2'4'1 (p.74) Dans la formale de *, supprimez la citation de Nîcomachns. 
Le passage cité de Nikomachos ne contient rien sur la sommation des 
cubes, mais seulement une décomposition des nombres cubiques, d'où l'on 
peut déduire aisément /?, si Ton connaît la formule générale de la 4écom- 
position de /^^, qui manque chez Nikomachos. . G. Enestrôm. 

4*2. Au lieu de s lisez s^^ (c 

4-2 9s,» = s,'(8Sj+l) 3s, = s,'(4Sj-l) s, = 4s*— 3s* 
7.S-, = s,(12s,'-6Sj— 1) 3.S-, = s,'(6s,»— 4Sj+l) 

s, = 2.s,'(s,— 2)+3.s,' 3.f, = 8s,*s,(s,--l)+3s» 

5.S, = 16s.'(s,-l)+12s, = 4.«î^'[4s/(.s -l)+4Sj-l] 
lls„ = 4s,'s,(12s,*-20s,+17)-25s, =s,(48s/-80Si'+68Sj«-3OSi-|-5) 
33s„, = 4Sj's,(36Sj'— 10s,+l)— 75.Sj 

3s,. — 16Sj'-32s/+34s,'-15s, = s,'(16s,'-32s,»+34s,''-20s,+5) 
12s„ = 8s/(8s,»— 6s,+7)— 25s, (pd 

5'1 (p.75). An liea de (2w+3) lisez: (2ot-|-3)/3. (c 

6'1 (p.75). A l'Hp ajoutez ct--=b. • {c 

10. On donne ici la Df symbolique de notre .systèmo de numération ; 
mais dans les P précédentes (p.60, etc.), on trouve plusieurs fois des nom- 
bres écrits dans le svstème décimal. (c 

10. Note. — (p. 77). Au lieu des lignes 11-14 lisez : 

Colson (LondonT. a.l726 t.34 p.161-174), suivi par Cauchy (Œuvres s.l 
t.5 p.434-455), sans changer la base du système de numération, par Tlntro- 
duction des chiffres négatifs a réduit de moitié le nombre des chiffres. 

Dans ce système : 6=14, 87 = 1Î3, 1901 = 2Î01 etc. 

On adopte aujourd'hui la notation des chiffres négatifs pour indiquer la 
CAractéris tique négative des logarithmes. (v 

(p. 78) ligne 5, ajoutez : « 

On peut adopter les bandes de papier proposées par Colson a. 1726, pour 
la multiplication abrégée, dans son système de numération. 

C'est-à-dire, pour multiplier 123 par 456 on écrit ce dernier nombre sur 
une bande de papier, en renversant Tordre des chiffres 654; on porte le 6 
au dessous du 3, et on les multiplie; on a des unités. Puis on porte le 6 
au dessous du 2, et en conséquence le 5 au dessous du 3, et on multiplie 
les chiffres correspondants: la somme de ces produits représente des di- 
zaines. On donne à la bande un mouvement d'une place à gauche; on mul- 
tiplie les chiffres correspondants; la somme de ces produits représente des 
centaines; et ainsi de suite. (v 

20*6 (n'-\)(^o(^) ^ 22[a;^a?, |(r^),(l-nil-nHr,.s)3(r<.s)] 
•7 (n— l)(2a?)' 5^ 2n2[ » » » » ] 

j -6-7 MacLaurin a.l726 LondonT. t.34 p.ll2 t (v 
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§11 4-3 nsS^.afisrFV"n r). n[{a^+b^)\r,l-n] = 

l[n{a,u)xn{b, V'-n^'U) \u, Cls' 1-n] (p 

•4 n[(x+ajj\ry 1-n] = l\x''l[n{afU) \Uj Cls' l-n^M3(Numu 

=r] \r, 0'"n\ (p 

•JS mjneN^ . aeRf(l'"m î l'-n) .3« 
J^\l[(i{^yS)\s, V"n] |r, 1— /nj= vj77[a(r, w^)|r, 1— m] |n, 1—nF 1—m} 

(P 

§! 1-2 neN, Q. (n!)» ^ n" . n! ^ [(n+l)/2]'* [§n lO-l O- P] (v 
•21 nsN, . ae N,F1-/^ .3 (^a)! s NiX/7(a!) (p 

4'3 n^N^ . we n-fN^ .3- Nura(l'"m F l*-?i)sim = ?/?!/ (m— n)! (v 

Les objets dont on prend ici le nombre, s'appellent arrangements de 
tn objets pris n kn. , (v 

5-4 r,m,neN^ .3 n**^*/7tm+(0*'T)n] / (r+1)! £ N^ (v 

6-3 (p.82) Au lieu de Ths -3 lisez Ths -2. Ajoutez : 

} Vandermonde ParisM. a.l772 j (p 

6-6 aer . neN, .3 l\(—iyC{a,r) |r, 0-n\ = (-l)'*C(a— l,n-l) 

7-4 Dem [ P6-2 . m=n=k O- P ] (P 

7. Au lieu de la '5 lisez : 

7-5 2|(-l)'*[C(2n,r)]» \r, 0"'2n\ = (-l)''C(2w,n) 

{Cesàeo a.l884 Mathesis t.4 p.231i (v 

7-71 a,6er . m,neN^ . m<n .3 2j(— l)''C(n,r)(a4-r6)** |r, 0-nj =0 
j Euler a. 1743 CorrM. t.l p.264 j (v 

7-9 nsN, 3. vî(-l)^-^«CKr)/{n+r) |r, l-n| = / [(2n+l) C(2n,n)] 
} Wallis a.l655 p.425 : 

1 1 _ 1 1 2 1 _ 1.2 J:._A,£_i_— 1.2.3 



2 3 2.3 ' 3 4 • 5 3.4.5'4 5 ' 6 7 4.5.6.7 
... et sic deinceps ... t (v 

7-91 m,n£Ni 3 2;[(— l)''C(;i,r)/(m+r) |r,0-n] = M!//7(m+0-n) 

(p 
8. Ajoutez: j Jones a.l706 p.l72 j (v 

§max p. 85. 

On suppose implicitement ici qu'en posant, par définition, x:=iu^ on puisse 
déduire ix:=:u. Cette convention est contraire à §< P*8. Il convient donc de 
remplacer a« max u par max u e Nq. (p 

§max '01 msixu =^1 u^ X3(u 3 0'"x) Dfp 

» > > » (w 3 ^"~NJ Dfp 

» ? » » (-a i«^ N^+a?) Dfp (pd 



I 



I 
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§quot riBst (p.87), -Ajoutez: 

•9i a5K> O- quot[a,quot(a,6)] = 6+quot[rest(a,&), quot(a,6)J 
rest[a, quot(a,6)] = rest [rest(a,6), quot(a,6)] (c 

§E (p.88) P2-4, P3-7. Changez rHp en oeNo . ôeNj.' (c 

§Chf (p.89) P-2. On peut lire No au lieu de Nj. (c 

§Dvr 211 Dem. Au lieu de P2 lisez P3 (p 

212 (p.91). Au lieu de P-41 lisez Pli. (c 

2-46-47-49. (p.91) Au lieu de /N^ lisez /(Ni+1), deux fois. (c 

2-7 (p.92) Au lieu de Nq lisez Ni. (c 

2-51 a,b,néNi . D(a,&) =1.3. 

2 [l"'(ab)r /(ab) - 1 (l-a)** /a - 2 (l-&r /& e N, 

{ Staudt JfM. a.l840 t21 p.372 j (p 

•52 neNi . ofiN^Fl-n .3 (2a— l)!xDa e N.xIIial) 

I Cauchy a.l841, OEuvres s.l t.6 p.l09 j (p 

§ mit (p.92) 
•03 m(a,b) = 7 Nj o X3[ N^Xo? = N,xa ^ N,x6 ] Dfp (pd 

ae Cls'R . Numa 8 N^ .3- 
2-31 m/a= /Da [ p-so- P ] 

•32 ma = /D/a [ (!a\a)FM o. P] Dfp 

•33 /ma = D/a [ p-32 o. P ] 

•34 Da = /m/a [ p-3l o. P ] Dfp (pd 

§nt dt Pl-8 (p.94). Au lieu de (dta) lisez (dta)« (c 

•52 axbe N^ .3 ^^^ ^ ^i X^*^ • ^^^ ^ N^Xdta (c 

§Np 1-4. Note — R. Haussner a vérifié que 2x2--50(X)DNp+Np (Jahres- 
Versamralung der Deutschen Math. Verein. a.l900 p.7) (v 

3*3. (p. 96) Au lieu de No on peut lire Ni. (c 

3-91 (p.97). Ajoutez [ as Ni+3 §|^P15-7"71 .D. P ] (c 

5-4. (p.97) Simplifiez l'Hp en pe^ip, (c 

5*9 (p.97). Au lieu de as N lisez as N^ . (c 

(p.97) ligne 3 en remontant, après «continuation», lisez P12-6. (c 
8-1-2 (p.98). Dans l'Hp, au lieu do qs l"'(p—l), il me semble qu'on doit 
lire q£l'--{p — 2). (c 

8*4 me Np . n£N^ . m> n+1 3- ^ (1'"^?)** e N^xm 

} LiONNET ; voir Catalan BelgioquM. t.46 a.l886 p.l4 j(p 
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11 1 (p.99). Cette P contient le sig'ne v| qui n'est pas encore défini, (c 
11*1. On peut éliminer le symbole >J qui y fi^re en l'écrivant: 

asN, r^.a\ = n \n (n [Npna?3(«ra?r ^a)] |s, NJ |r, N, j (v 

12-4 (p. 99). Changez l'Hp en ofiNi+l ou bien eh a'»^-\-b^ eNp-f2. (c 
12'6. Autre Dem: 

I Mertens WienA. a.l899; WarszawaP. t.ll p.l94 j (p 



§mp 2-Oi pe Np . he 0-(p— 1) F 0-n . a= 2(6^p'' |^, 0-n) Q. 
mp(î),a!) = (a— 2&)/(p— 1) 
{ KUMMER a.l852 JfM. t.44 p.ll5 \ (v 

• 

§ Nprf (p.l03). 
Nprf r^ (2N,+1) 3 NpX[(2N,+l)X(2N,+l)]* 
{ Descartes a.l638 t.2 p.429: 

« [ Il n'y a ] point de nombres parfaits impairs, si ce n'est qu'ils soient 
composés d'un seul nombre premier, multiplié par un carré dont la racine 
soit composée de plusieurs autres nombres premiers > . | 

Nprf^{2N,+l)D(4N,+l)xN/ (v 

I Frenicle a.l657; voir Huygens Oeuvres t.2 p.32: 

< Pour les nombres parfaits ... impairs, s'il y en a aucun, il doit estre 
multiple d'un quarré par un nombre pairement pair plus 1 » . | (v 

ae Nprf o (2N,+1) Q. Num(Np rs a/N,) ^6 
1 Sylvester a.l888 Mathesis t.8 p.57 j (v 

§1' pt^. 105 ligne 13 d'en bas. Au lieu de ôv, lisez : ûv (v 

§Q 18-7 (p.108). Au lieu de u+v lisez mjv (p 

53. Ajoutez : 

•01 aeq . m£2Ni+l 0."*N|a = ? q^a?3(a?'"==a) Df 

Cette Df est appliquée dans les P55-7, 58*2*3. (c 

55*3 (p. 111) Au lieu de rt>6 lisez a<6. (c 

§Log p. 115. Note sur les logarithmes. 

Neper reconnut plus tard les avantages de tables donnant les loga- 
rithmes en base «dix»; Briggs a commencé ce calcul, et publia a.l624, les 
logarithmes des nombres 1; 20 000 et 90 000»-^ 100 000 à moins de 10-10. 

Wlacq a.l628 publia la table des log 1--100 000 à dix décimales. 

On a publié beaucoup d'éditions des tables de logarithmes. Dans les ap- 
plications pratiques des astronomes et des ingénieurs sont commodes les 
tables à 5 décimales. 
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Dans les applications plus communes, les Ingénieurs adoptent Ja « règle 
logarithmique » . La multiplication est obtenue en faisant glisser l 'une des 
parties de la règle sur Tautre, et on lit immédiatement le produit. 

Si Ton adopte la numération binaire, les tables correspondantes des 
logarithmes sont 5 fois plus courtes; la longueur de la règle logarithmique 
est aussi réduite dans le même rapport. (p 

§Q 41-4 

H. Padô, dans T « Enseignement Mathématique» mars a.l901 vient 
d'analyser les démonstrations de cette prop. 

%X 1-6 (p.ll8). Au lieu de (N^ lisez (/N^ • (p 

§>l 3"i ue Cls'q .'^.Au^Xusj Clu u d^w Dfp . (v 

FONCTIONS ANALYTIQUES 

§cres -911 /£ (qf i^)decrj, . irew .3)-^'/^^ = l'/'[^^""Qo)] 

•912 > » 1 > 1 ^ + > 

Ex. §Lm 1*4 Dem. (Ramorino 

§Lm PI. oîfiqf N, Q. 
•03 (LnLrHa?%) = (^iT'N.HdîT^,) (v 

•04 (Lma?)'^(a?'No) = «^[/neNo .3m- «€^'(^4-NJ] (v 

§ Lm 1-2 Dem. 

[ Hp . P-0 .3.-. +»£ Lmx .=: tîwNo O»»- +»« ila;*(wi4-No) (D 

(1) . §A P3'0 .D.-. +30 6 Lm3c .=: wwNo r^m. ra2'(m+No) =<» (2) 
Hp . mfiNo . §* Pl-2 .D. «'(w+No) D a;*No (5) 
Hp . (3) . §Q P18-5 .D. ra;'(m+No) â l'wNo (4) 

(2) . (4) .D. Ths ] 

1-3 Dem 

[ Hp . PO .3.-. —30 fi Lmx .=: wfiNo .Dm. — <»« ilx*(«t+No) (1) 

(1) . §A P3-0 .3.-. — 30fi Lraaî .=: rnsNo Ow. liX'(wi+No) =—00 (2) ' 

Hp . wifiNo . §* Pl-2 .D- a?'(w+No) D «*No (8) 

Hp . (3) . §Q P18-5 .D. liScHwi+No) 5 lia;*No (4) 
(2) . (4) .D. Ths ] 

1-6 Dem 

[Hp .§ X Pli .D. qr>Lma; D A(qr>Lma;) (1) 

Hp . wwNo . yzX (q<>Lmcc) . Pl-0 . §A P3-2 .3, yz n aî*(w+No) (2) 

. (2) . §AP1-2.D. y« AxUw+No) (3) 

» (3) . Export .3: msNo -D»»- y« Aa;*(w-|-No) (4) 

Hp . yfi ;i(qnLmTC) . (4) . PIO .3. ys qoLmjc (5) 

(1) . (5) O- Ths] (Ramorino 
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$laa P4'6 (p.l34) Dem. 

tMCIs'q . feqtu . wCls'i* . Xiàv O^s 
hsQ . Opem O- î>-<a>>y3[mod(y— ac)<A]3 ii-iaar^?[mod(y— dC)<Aj 

» .§*pi-2o. ri » » > o n >» » » I 

. . §;3-31 O. ^ » ». » Z) A» 

j' . Opercië .Z^i obA» » » » .3' a«-4 » » 

§3P713 O:. iWlO* .ûW-4 » » O: AeQO* ««-4 ^ 

Oper a? O2 ^5[ » » » » ]3^^[ » * 

Df Lm O. P (P 

§Lm 
J. Hadamard — La série de Taylor et son prolongement anaiytiquef 
Paris, Mai 1901. 

Ici p. 14-15, TA. vient de rencontrer la classe que nons avons indiquée 
par Lma;, et «en s'écartant de la terminologie usuelle» rappelle « Tensemblo 
dérivé de a; ». 

§lim 2-12: | 0. Bonnet BD. a.l871 t.2 p.215: 

« Étant donnée une fontion réelle .... bien déterminée, qf{u) d'une variable 
réelle ... u, on dit: 1^ que cette fonction tend vers une limite finie et déter- 
.minée A, à mesure que u tend vers une valeur particulière u' (nous suppo- 
sons u' fini... ), lorsqu' après avoir fixé arbitrairement un nombre réel et 
positif s aussi petit que l'on veut, il est possible de trouver un autre nombre 
réel et positif A, tel que, pour toute valeur de u, dont la différence avec u' 
a un module différent de zéro, mais inférieur à h, la valeur correspondante 
da q}{u) ait avec A une différence dont le module soit compris entre zéro et ?; 
2^ que (p{u) tend vers l'infini a mesure que u tend vers u', lorsque après avoir 
fixé un nombre réel et positif X aussi grand qu'on le veut, il est possible 
de trouver un autre nombre réel et positif h, tel que, pour toute valeur de 
u dont la différence avec u' a un module différent de zéro, mais inférieur 
À h, la valeur correspondante de q>{u) ait un module toujours supérieur 
à 1. » { (V 

§lim 8-9 Um(a;''| x, Q,0) =1 (p 

9-11 meN, Q. lim 2(l-n)7n"*^* |n =/(m+l) (p 

10*4 . Ajoutez à VA). : r-i-m Or^i^^Cr,.?) \s, Nq] sq (p 

13-401 lie (Qf No)decr . 2(w,NJ £Q .3. 0= lim(nwj \n 

\ Catalan, ParisCR. a. 1886 j (p 

14-1 [ TifiNi .3 Si [l-(2" )] > i+w/2 o. P ] (p 

15-3 1 ue Qf No . 2(«/,No) = 00 3. i{iiji(u, 0-n) |n, NJ = 00 

I DiNi, Annali délie Università toscane, a.l867 p.43 j (p 

§lim 16-2 (p.l31) Lisez 7<7i+l)/2.r'i au lieu de w(?i+l)/2x«. (c 

%lim 18. Substituez à la '6 la suivante: 

•6 lie QfNç . ae (il w ^— l)f N^ . l(u,^^ =x . 2(aii, N^) fiq O- 
lira[2;{a, 0'"n)/n]\n=:0 \ Cesàbo Anal Alg. p.l64 } (v 
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19. La Ths P*d subôiste aussi dans d'autres Hp. 
Voir Pringsheim, Encyklopë,die I A 3 p.96. 

§ lim 241. 

Cauchy s.l t.ll p.90 indique par Ix la fonction (l-|-sgna7)/2, et l'appelle 
« limitateur ». (P 

§cont 3-11 /fe qfq : y^zs q . 3y»« • f{l/+^)=^fy+f^ ' ^>&fi Q • <^& • 
iy'a'^&eqQ./fe(qfq)cont | Darboux MA. a.l880 t.l7 p.55 j 

On peut donc substituer dans la 3*1 à la condition fe (qfq)cont, l'hypo- 
thèse de cette P. ' (v 

§D 4'4. La D^mostration, très simple, donnée ici est attribuée par 
S erre t (a.l868, Cale. Ditf. 3. éd. Paris a.l886 p.l9)àOssian Bonnet. 
La même démostratlon à été donnée par Grassmann a. 1862, Werke, t.l« 
Leipzig a.l896 p.323. (v 

§D P8 p.l44. Sur la formule de Taylor. 

Si dans la formule reproduite de Bernoulli, on pose n^f'{a-{'Z), et si l'on 
efiTectue l'intégration indiquée entre les limiter et b — a, elle se transforme en : 

fb—fa = {b—a)f'b—{b—ayf'bl2Mb—àfi^\ f'"b—,.. 
d'où la formule 8 par la substitution (x,x-[-h) au lieu de 6 et a. 

L'identité des formules de Bernoulli et de Taylor, qui résulte évidemment 
par la transformation précédente, vient d'être mise en doute par M. A. 
Pringsheim BM. a.l900 p.433. (p 

Cauchy a.l829s.2 t. 4 p.394 donne la fonction e|^— /ac^ dont toutes les 
dérivées sont nulles, et dont la série de Taylor ne donne pas la valeur. 

H. Poincaré AM. .t.8 a.l886 p.295 (Méth. nouvelles de la mécanique 
céleste, Paris a. 1893 p.2) dit que cette série est un développement 
asymptotique. (p 

§D 10-4 a,teq . a<6 . fe qFa "^b.xea-b. Dfx =0 . D*/a? > .3). 
a (c,d}3[ce a-x . de xrh . fx = min f[c^d)] 

[ Hp .3, \\m[{f{x-\'h)—fx)l h^ \h, a^b—x, 0] = V'fx /2 .3. 

a {Cjd)3[c€ a x . de x b : hs c d—x .ZDk . f^x-^-hy^fx .3- Ths ] (p 

§S 3-8 fge qf© . ire. ir&y \'9'S, \g^e eq . S(/;0), Sfef,©) eq Q. 
&[gx S(/; ^x) i^, 0] + ^[fx S(g, ^^x) \x,&] = S{f, 9) x S(g, 6) (v 
j Hardy Œ H. Mm. a. 1901 t.30 p.l85 j (v 

Cette formule, qui coïncide au fond avec l'intégration par parties (§S 20*3) 
est donnée ici avec une hypothèse moins restrictive. Pour la Dem. voir 
§2'2-5 add. (v 

4'l-2, 12'11. Au lieu de \u lisez jn \n . (p 

5-7 (p.l50). Ajoutez 

} Wallis a.l655 p.428-433 j Continuation : §sin 12-2. (p 



§S 10-9 S(/,l+Q)=«) . nel+QO.S(aî-|a?,l+Q) = /(n^I) 
} Wallis a.l655 t.l p.409 \ (p 

1 1-4 m,n£Q, .3 Sf.r"*(l— a7)'*|a;, 0] = S[Jt;7(l+^r^"^* \x, Q] (p 

§e 1-62. Remplacez par: 

•62 lim ">J/I(n+l-w)] /n \n =4/e 
[ §lim P8-6 .3. lim | 'sJ77(7i+l...n)î/n \n 
= lim ;i7[n+l---(n+l)]/(n+l)«+i| / ;i7(/i+l—n);n« | \n 
= lim (2?i+l) (2/1+2) (w+2)2 / (l+//i) « \n = 4/e ] 
Tiré du journal « Le matematiche pure ed applicate » a.l901 p.ll5 

§e 1-7 min(a;'' \x 'Q) = e|^(— /e) 
• 7 1 raax Kodf'/x) | a? *Q] = e|^/e 

2-3 Dem [ P-2 . îisN^ O. e= -r(/r!|r, 0-n) + 2(Jr\\r, n+Nj) (1) 

2:c/-r!|r, w+N,) = /(n-f-l)! |l+/(w+2)+/[(«+2Kn+3)]+...| 

</(n+l)! [l+/(n+l)+/(«-hl)»+/(n+l)»+... ] 

= /(-/i+l}!(n+l)//i = /e/i!«) -,2) 

(1) . (2) O. P ] 

2-5 (p.155) 
nsN, . xsq-cO.Z). (e'^'-l) / (e"'-l) = 2!a;'"2[s"is,0-(n-l)] /r! j^^ N,j 

§e 521 L'iutégrale considérée dans la 5-21 est dite « intégral eulériemu 
de seconde espèce», et s'indique par r{n-\-l) (Legondre Ex3r. t.2p.4). 

5-3i nsQ . xeQ, .3. e''S(e"'z^|^, Sx) = ^[;x?'*^7//(n+ 1-r) lr,NJ 
5-4 j Laguerre Fdm. BsF. a.l879 t.7 p.72 \ 

Cette intégrale est dite « logarithme - intégrale » ; (Soldner a.l809), 
« hyperlogarithme » (Mascheroni), « Logologarithmus ( a 1 u s ) « . 
On l'indique par lie-^ (p 

§log 2*4 remplacez par : 

[ (a+b)l2z=z4ab\i[l+{a—b'j'i(iab)] . P21 O- P ] 

•4i logI(a+6)/2]===(loga+log&)/2+vj[(a^b)/(a+6)y7(2^ |n,N,t 

[ (a-fô)/2 = >J(a6);>J|l— [(a-6V(a+6)]»! . P2-1 O. P ] (p 

Koralek a.l851, a remarqué, que en supposant connus les logarith mes 

des nombres 2, 3, 7, 11, 13, cette formule, où la série est réduite à son 

premier terme, donne le logarithme d'un nombre quelconque avec une 

erreur inférieure à la moitié d'une unité décimale du septième ordre (CaucJij 

5.1 t.ll p383). 



§log 2-9 xsf^r). 

loga: = [(a?-ir-*)/2] / il l(af^2"''+aj^-2-')/2 |r, NJ Dfp 

logo: = [(a;-l)/J7 [(1+4^2-0/2 |r, NJ = 
(l-a?-*)//Z [(l+at-2-')/2 |r, NJ 
} Seidel JfM, a.l871 t.73 p.276, 278 j (v 

§log 4*4 Au lieu de 1 — S lisez* logx — S. (p 

§C -6 C= -S(e-nogir \x, Q) (p 

Ajoutez: §Fc = (fraction continue) 

^ 1. a€ qf N, . neN, .3 -0 Fc(a, l-l)'=/a Df 

•01 Fc[a, .l-(n+l)] = l[a, + Fc(a,^>, 1-n)] Df 

•02 Fc(a, NJ == lim Fc(a, 1 -n) | n Df 

ofiN^fN^.neNi.^. 
•1 Fc(a, 1-n) e Kr^(l— Rq) 
•2 Fc(a, NJ fi ^R 

Soit a une suite do quantités, et n un nombre. Fc(a, l"-n) indique 
la fraction continue . formée avec les éléments ai,aj,...,an . 

On rappelle aussi « réduite d'ordre n » , selon plusieurs Auteurs (Baltzer ...) 
d'autres commencent la fraction continue par un entier a^^ et alors la réduite 
considérée est d'ordre n-j-l. 
La notation 1 

ai . 1 



+ 



a,-!---- est incommode. 

Cataldi, Trattato dd modo brevissimo di trouare la Radiée quadra.. . 
a.l613p.70: 

« Notisi, che non si potendo comodamente nella stampa formare i rotti, 
& rotti di rotti come andariano,... noi da qui inanzi gli formaremo 
tutti à questa simili tudine 

Di 18. la R sia 4. &^&^&-|-&^ 

facendo vn punto all'S denominatore di ciascun rotto, à significare, che 
il Beguente rotto é rotto d'esso denominatore. » 

J. Mûller Alla. Arithm ;a.l838 l'a remplacée par — ,* — .* .' — 

«1 + a%+'" +an , 

modifiée en — r r... par d'autres. 

. «1+ 01+ 

La notation, que nous adoptons, est très commode, et elle est d'accord 
avec toutes les notations du Formulaire. 
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•3 ntFc{a, V"(n+2)] = an+2X ntFc[a, l-(n+l)] +nt Fc{a, V"n) 
•31 dt > * » dt » > dt » 

•32 Fc[a, l-(n4-l)] — Fc[a, 1-n] = 

(—1)" /|dt Fc(a,l-n) X dt Fc[a, V"{n+l)]\ 

La règle ici expliquée se rencontre dans Schwonter Daniel, Deliciae 
Physico-inatheniaticae, Nuraberg a.l636 p. 111. Voir Favaro BBonc. t. 7 p.57. 

•4 Fc(a, N,) — Fc(a, l-n) e 0{—ir /\[dt Fc(a, 1-n)]* 

•5 dt Fc(a, 1-n) = dtFc[a(7i— r+l)|r, 1-n] 
j Cayley, Phil. Magaz. a. 1853 j 

ntFc(a,l-"70 s'appelle « continuant d'ordre n de la suite a » (Sy 1 v ester 
AJ. a.l878 t.l p.344). 

•6 ocsR .3- a N,<> n^ja Njfl—/i ^ a3[x=z Ex + Fc(a, l—/i) ]\ 

[ =§Q JU-1 ] 

• 7 xe O'R . ^. aî= Fc(E '(^Z)'' j^ | n, N,) 

•8 (>J5-l)/2 = Fc (1, 1, 1, ...) = Fc 7(tl F NJ 

Les nt de cette fraction continue forment la « suite de Fibonacci » . 

•8 1 aaNi .3- >J(«'+1) = a + Fc (2a, 2a, 2a, ... ) 

•9 e = 2+Fc(l, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, ...) [ = §e 31 

•9i jr = J+ Fc [7, 15, 1,292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 
1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 4, 2, 6, 6, 1, ... ] j Wallis t.2 p.ol j 

^ 2-1 a£QfN,.;3:Fc{a,Nj£Q.=.77[(14.aJ|r,NJ = 0D 

j Oppermann, ZeuthenT, a.l884p.l63 j (p 

Ajoutez: § J = (diiFérence) 

A est l'initiale de « différence ». La formule Afjc doit être décomposée 
en (Af)ty et non en à(fx), qui n'a pas de signification-, cette remarque est 
analogue à celle pour le signe de dérivation D. 

L'ap;)lication exacte des notations du Formulaire empêche toute ambi- 
guïté. P. ex. la notation JO'* , qu' on rviuconfcre dans plusieurs A., et qui ne 
signifie J(0'* ) , ni (.dO)'»» siira ici remplacé3 par /l(c*|.r)0. 

H •G /fe qfNo . xeiH^ .3. 

(Af )x = Afx = f[x+l) — fx Df J 

• l Hpo . ge qf N^ . 3)- ^[(f^+ff^"^)]^]^ = ^fx+Agx 
X '2 Hp^O . a£:q .3- A(<^Xfx)\x]œ = ax^fx 
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/ -23 néN^ .3- ^^/^ = (—1)^^! / ^^+ 0"n) 

\^ -3 aeq.xe^^ -3 ^(^^"^1^)^ = ^'^(^— 1) 
•3 1 néN^ .3 ^^^ (^'* |a?)0 = n! 

2 -4 Hp-0 .3 A[2{f,0'"x)\x]x = /\x+l) 
•41 a;,2/£N, .3 A[n{x+ 0"'y) \y]y = n{x+ V"y) 
•42 > > J /n[(x+0-y) \y]y = ''{y+l)/ n[x+0"iy+l)] 

Cmb -5 Hp-0 . 72£Ni 3. AiT+^i) = v;[Cmb(rt,r) J7^ |r, 0-n] 

•6 Hp -3 3-^"A^ = -2;[(— lKCmb(/i,r)/{a?4-/i— r) \r,0'"n] 

I -S-^e Mercator a.l668 p.l2 j 

Ajoutez: § prob = (Probabilité) 

a^byse Cls . Nums cNq 3- 

•0 prob(a,s) = Num(a^5) / Nums Df 

•01 «3^ 3- prob(a,s) =Numa / Nums Dfp 

•i prob(/\,s)=0 -11 prob(s,s)=l 

•2 prob(-a, s) = 1— prob(a,5) 

•3 a^ =y\ 3- prob(aw6, s) = prob(a,.s) +prob(ft,.s) 

•3 1 prob(aw&, s) +prob(a^6, .s) = prob(a,.s) 4-prob(6,.s) 

NOMBRES COMPLEXES 
§Dtrm (p.l65) 1*2. Lisez 2 au commencement. (p 

meN^ . ae qF(l^-m i l'"m) 3- 

^ 1^12 r,s£ 1-m . r<.s' 3'-.»- ^(^?^) =0 O- 
Dtrma = i7ta(r,r) |r, 1—m] 

•13 r,5£ 1—m . r+s > m+l 3'-'«- ^(^V'') =0 3 

Dtrma = (— l)f^[m(m— l)/2]//[a(r, m+1— r) |r, 1— /7i] 
•14 r^ 1—m : .se 1— m 3w- a(;v*?)=0 3- Dtrma =0 
•21 hjl£l'"m . /i-=Z : reV"m r^^.a{v,h) = a{)%l) 3- Dtrma =0 

•22 meNj . a,te qF(l—m ! 1^-m) . fteq , he \'"m : re l-*/?2 3.- 

a{r,h) = kb{r,h) : Ze l—ni^ih. re 1—m 3^^- ^^(^'70=^(>%0 3- 

Dtrma = ADtrmft 
•23 meNj . a,b£ qF(l^^^m ! 1—m) . fteq : r,.s£ T'^/^^ 3^v'<- 

&(r,s) = ft''~'a(r,.s) 3 Dtrma = Dtrmô 
•24 meNj . a,be qF(l— />i i l"'m) . keq . /i,Z£ ^••//i . h^=l : 
rel^^'m 3r- ^(^>^) = a(r,/0+*a(r,?) : pe 1— m-e/i . re 1-m 3^^'- 

6(r,p) = a(r,^) 3- Dtrma = Dtrmô ( Cantoni 
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§ lin ^ 16*0 m,nsN^ . weClsq^ . fs q^ fu . X£ ur^u .3- 

J){fyUjX) = 1 (qm f qn )lin ^ fir3[limj[/î/--/îr— 5r(?/— j:)]/mod(î/— rr. 
|t/, w, x\ =0] Df 

Définition de la dérivée d'un nombre complexe fonction d*un autre 
nombre complexe. Elle est une tranformation linéaire, représentée par une 
matrice dont les éléments sont les « dérivées partielles des m coordonnées 
de /"par rapport aux n variables. Ex. §vct61*0 

Cette dérivée e^t la « déformation infiniment petite d'un corps > , consi- 
dérée dans la physiqt(e mathématique. 

•1 m,n,pfiNi . ke Cls'q^ . k'^ôk . fe qjk . ge q^fk . xek . 
W.K^) e (qjqjlin . D(fir, f%fx) a (q.fqjlin O- 
I>(gf, k, X) = T>(g,f% fx) B(fM) 

•2 m,n£N4 • w^ Cls'q^ . l'modw eq^ . 

ge (q„ft^)sim . Dg e (Subst qjfu . Dti m Dg e Qft/ . 

S(/; g'u) = ?>{fgx Dtrm D^;, u) 

\ Lagbange BerlinM. a.l733, pour /i=3 ; CaucHy a.l845 
S.1 t.9 p.271 j 

Dtrm D^ est dit « déterminant jacobien » 

§q' 21-2 ?^-l-x?i+yk+2ik = Sb[?(?-h//, —c-^-z, J:;f î, 'o— yj 

Sb[(p, g), (r, s)] = [(p+.s) + (r-g)i+(p-s)k + (?+r)ik]/2 (p 

§q' P3-5 (p. 172). Ajoutez THp a-=0. (c 

§* (p.175): 

Pl-1. Au lieu de 2(9X-2 lisez 6>X-2. (c 

Pl-4. Au lieu de aX-* lisez OX-ô. (c 

PI -5. Au lieu de OX-^ lisez aX-6. (c 

PI -85. Au lieu de — dX-7 lisez -H^X-c. (c 

§;r 3'2. On peut aussi écrire la formule de Wallis sous la forme suivante, 

qui donne rexprossion du facteur général: 

jr = 277t2E[(^i4.1)/2] / [2E(h/2)+1] \n, NJ 
•21 7r/2>(2 .4.6... 2nf'j\[l . 3 .5... (2m— l)l'(2/i-hl)î 
jr/2 <(2 .4.6... 2/i)'(2n+2) / [1 . 3 . 5 ... (2h+1)|» 

I Wallis t.l p.467 j (P 

10-6 S[v|(l— .r')|;;P, 0] = 7r;4 | Wallïs a. 1655 p.417 : 

« Circulus ad Quadratum Diaraetri, (vel etiam Ellipsis qu»libet ad Paral- 
lelogrammum sibi circamscriptun^^) ean^ habet ratioi^^em, quam habont 
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Radices Quadraticœ universales Residaorum seriei infinitœ iEqualînm série 
Secundanonim muictatse, ad seriem illam iEqualium. » | (p 

11-21 asQ, .3 S[e\^(x'+a*/iïf) \x, Q]=^ e"72 
j Laplace (ParisM. a.1810, publ. a.l811) Oeuvres t.l2 p.368 j (v 

11-i j EULER PetrC. a.l730 (publ. a.l738) t.5 p.44 \ (v 

§8in 1*6 Cette même proposition, avec la 2*4 add., a été employée (mais 
non démontrée, ni même énoncée en général) par Aristarchus ^ 

'AQundQxoç, Ilegl /nsyeûcdv xal ànoarrjfÀÂxiov fjUov xal aekijvrjç 
a.. —310^—250), Paris a.l810 p.40. (v 

§sin 2-4 x,y£ 07i/2 . x^>y r^, tx /œ^ty /y 

\ Aristarchus p.36; voir §8in 1*6 add. j (v 

4-1. 8x—8y = 2s[(x— y)/2] c[(x+y)l2] (c 

4"1. Note. — La formule sina àinb = [cos(a — 6)— cos(a-fô)];2 permet de 
réduire la multiplication à l'addition au moyen d'une table des sinus. C'était 
la méthode, appellée ngoaûaq>a{QeaiÇy suivie par les astronomes avant la décou- 
verte des logarithmes. Cette méthode attribuée à Job. Werner (a. 1488 •"• 1528) 
par plusieurs A.^ (voir M. Cantor t.2 p.454), a été abandonnée étant d'usage 
moins commode que la méthode des logarithmes. (v 

5'3 Substituez aux citations d'Euler et de Gauss les suivantes: 

•32 { EuLER a.l737 PetrC. t.9 .p.231 j (v 

•33 » » » » » (v 

•35 { Machin; voir Jones a. 1706 p.263 j (v 



•43 ;i= 16 t-'/b - 4 t-V70 + 4 t-V'99 

( EuLER a. 173 7 PetrC. t.9 p.232 j (v 

6-3 (p.l85) . Au lieu de y~B 2n:r lisez: y^s rut. (c 

8-21 I EuLER Cale. Int. a.l794 t.4 p.235 (PetrNC. a.l774 t,I9) \ 
8-23 î EuLER, Cale. Diff., Pars II, Art. 57-93 j (v 

•24 xe 07112 .3)' n\co%(x;2'') |y/, NJ = sirur jx (v 

} EuLER a. 1737 PetrC. t.9 p.235 j (v 

8-3. Au lieu de /4 lisez : /2. (Ramorino 

8*8 j Peacock a.l820 Examples of the diff. Calculus, Cam- 
bridge p.67 j (v 

•81 71 = 4vjt-V(2'*-l) \n, N,+lt = 4(^73 + r'/l + ^715+...) 
( Peacock a. 1820 p.68 | (v 

•88 7j = 42lt~V(n'+n+l) |n, N^j j Evhm PçtrNC, a,1764 t.9 !(v 



i 



^in 8-83 ae Qnj^ .3. /a = /ta + ^\T''M^-'a) \r, N.j 

j EuLER a.l746 CorrM. t.l p.371 j (v 

ÂQ lieu de n lisez: n. Tv 

) S(sin, ©ji/2) = S(C03, 9^2) —1 |Wali,[S a. 1670 p.707 : 
a sinuam rectonim totius quadrantia quadrato radi i fequalis est > . ! (p 
emplacez par; 

ZE On O- S[/(l —2x C0S3 +a^ \x, 9] = (ji— 3);(2sinj) 
EE Cale. Integr. a.l794 t.4 p.288 (PetrNC a.l774 t.l9) | (v 
j EULER BerolMisc. a.l743 t,7 p.l51 j (v 

I m,?ieN, , nKCn ■'^. 

{(a;"^+j;'*""'-')/(l+ic'') \x, e\ = VI"9in(»iîr/«)] 
j EuLER BerolMisc. a.l743 t.7 p.l81 i (v 

S[(co&r + ^ sinx)/(14-J^ l^:', Q] ^ ji/c (v 

LACE (ParisM. a.l782, publ. a.l78ô} Oeuvres t.lO p.264 j (v 

! EULER Calr. Intt'gr. a.l794 t.4 p.339-343 {présenté MS. à 
Aciid. de StPetershouri,' a.l78I) { (v 

P sont attribuées ordinàireiucut (i Fresuel. Kulcr qui les a 
)s ici pour la première foi», n'a pu pourtant démontrer la ]3'1. (v 

Sla;sinic/[l+{8inx-)*) \x,07i\=ji\[o^(^2-\-\)y^ 

(Ramorino 
I EULER PetrA. a.l777 t.2 p.7 j (v 

(/e[qf2aT]cres„.fte[qf2©ji]decr„./'=.9— A..Te2fti Q. 
= S(/, 29;r) / (dn) + vicos(*?j;) S|/j cos(h2) | j, 2©nl \n, N,| /.-i 
+ vjsiii(;,a.) si/j siti(«j) |j, 2071] \n, N,| /.t 
OURiER, ParisM. a.l807 ; a.l822 p.2l2: 

is théoreme.s eonviunnent à toutes les (ontions possibles, soit que 
1 puisse exprimer la nature par les moyens connus do l'analyse, 
l'elles correspondent à des courbes tracées arbitrairement • . 
fonctions de la forme g— h, où g est croissante, h décroissante, sont 
: À variation bornée • (Jordan). (p 

oi aeqfN, .«0=1 ihcNj.^h. 

■[«„/{«— r)!|/-,O-0i—l)]=O Q: a,= —, 2 : »êN, .3,. 

t2« = (-l)-'B»;(2»)! . (i(^H+r,=0 (p 

190). Noie. —Lu notation du Formulaire a été employw parBinet, 

1839 t.l6 cah,27 p.2«. (v 
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1-20 asN, O. (a+l){2a+l)l\i—l)r-lC(2a,2r^2) Br/r \r,l-a\ =1 

[ (2a+l,l) I (m,n)P-2 O- 

1= /(2a+2) -f- /2 4- 2';(— l)r-i C(2a-f-l,2r— 1) Br I2r |r, l-aj (1) 
(2a,l) I (m,n)P-2 O- 

1= /(2a4-l) + /2 + -S"} C(2a,2r~l) t (2) 

(1).(2) .3 

0= /(2a+2) — /(2a+l) + 2\ C(2a,2r-2) | (3) 

(3) .3 /2(a+l)(2d4-l) = 2*1 î (4) 

(4) O. 1= (a+l)(2a+l) Z] /r |] (pd 

§ B Pl-23 (p.l91). Au lieu de Np-(Ni+3) lisez : Kpr^N^+S). (c 

§B 2-11 rsN, O. B,= (-1)''^* D"" [:r/(e*-l) \x, q, 0] Dfp (p 

VECTEURS 

§vct 8*6. Au lieu de (a— ô)X(«— c) =0 lisez: (a— c)X(fe— c) =0. (c 

§vct 14-2. Ce théorème est cont:».nu dans récrit suivant de Stewart: ^S'orne 
ffenercU theorems of considérable use in the hifjher parts of mathematics. 
Edinburgh a.l746. (v 

34*1 La démostration qui accompagne cette P est la traduction de celle 
donnée par Caucliy (s.l t,9 p.26i), par la méthode des projections. En 
remplaçant les projections par les produits X, les deux pages de Cauchy 
sont réduites à deux lignes. (p 

§vct 45*33. Lisez le second membre ainsi ... = Transl[(l — O"*0(^~P)] (^ 

§vct ^ 53. 
oe pnt . a,hs vct . moda ^ modft =1 , axh =0 . î= 6/a .3- 

•1 Arc[(o+e«'rt) |/, 20^] = 2n 

Le point considéré décrit une « circonférence ». 

« 

•2 xeQ, ,3 Arc[(o+,xœ+.T'/a/2) \x, Sx] = S[«J(14-a!') \x, 9x] 
= x/2 ^l+a^ + 12 log[.x- + ,J(l+.t:^] 

Le point décrit une « parabole ordinaire ». 

•3 PjQsQ, O. Arc[(o 4- P oos^a + ? sin^ ia) \t, 20ji] = 
4SJv|[(?3sinO'+(?cosO'] \t, 0ji/2\ 

Le point décrit 1' « ellipse de demi axes p et q ». Voir §sin 141'2. 

•4 xeQ, O- Arcj(a+ ax + ia(e''+e"')/2] \x, ex\ = (c"— e~'')/2 

La courbe considérée est dite t catenaria » , « chaînette » . (p 

}&, vn, lOo; iVlM. t.7 8 
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Ajoutez: coord 62. 

is vcWO . je vct -qi . ke vct -(<l^+qi) • ^^ vct .3 • 

• coord(w; t, j,ft) = ?q <^ ir3(w— a? s qj+qk) Df 

•< coord(w; iyj,h) \u e {qf vct)lin 

* coord(ii; ij,k) signifie « la première coordonnée du vecteur u, par 
rapport aux vecteurs i,j,k ». 

^70. a = (produit alterné) 

L^expression ttavaw est le « produit alterné » ou « produit extérieur » des 
vecteurs u,v,w. 

Grassmann a. 1844 l'indique par [mvîi?]; on peut supprimer les pa- 
renthèses, qui n'ont pas ici la valeur donnée par § 1 P 1-2, et indiquer le «tri- 
vecteur» par wvte?, notation adoptée par plusieurs A. Bien qu'elle ne pro- 
duise pas d'ambiguïté avec le produit uXv considéré dans P8, toutefois, pour 
plus grande clairté, nous introduisons un nouveau signe de multiplication 
sous la forme a, initiale de « alterné ». 

La même opération a été rencontrée, dans des cas particuliers, pa - 
Hamilton a.l845(voir PTl), et par De Saint Venant (FarisCR. 15.9. 1845), 
qui l'appelle « produit géométrique ». 

Cauchy a.l85d (s.l t.ll p.444) l'appelle «produit angulaire»; les 
vecteurs i, j k sont des « clefs » 

Voir la bibliographie dans RdM. a, 1895 p. 179. 

Nous définissons (P"0) d'abord le rapport de deux tri vecteurs qui est un 
nombre; puis le tri vecteur nul, et l'égalité de deux trivecteurs. Les \'^ se 
présentent ici pas abstraction, et forment un système d'objets irréductible 
avec les systèmes précédents. 

uavaw est représenté géométriquement par le parallélépipède construit 
sur u,v,w^ considéré en grandeur et en sens. On peut partir de cette idée géo- 
métrique pour édifier une théorie des vecteurs. 

v' signifie • bivecteur. » On peut le représenter par le parallélogramme 
construit sur u et v. Les v* forment un système linéaire à 3 dimensions. 

u,VjW,u',v\w'e vct . te vct-eO .je vct -qi . ke vct-(qt+q j) O-'- 
•0 {uavaw)/{iajak) = 
Dtrmj[ coord(w; ij,k)y coord(w; j,ft,z), coord(w; kyij) ], 

[ V V ^ ]f 

[ tv w u? ]} Df 

•{ liavaw =0 .=: re vct-eO . se vct -qr . te vct -(q^'+qs) 0^«.«- 

(uavavo)! {rasât) =0 Df 

'il uaitav 
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'12 tùavaio=0 .==. 

^(Xjy,z)3[Xyy,zeq . m{co=y=:z=0) . xu+yv+zw =0) Dfp 
'1 3 {u+u')avaw = uavaw + u'avaw 

•2 v*= [{uavaw) \ {u;v;w)] (vctîvctîvct) = (trivecteur) Df 

•3 a=6 .=: xe v'-«0 .3» • ^^/^ = &/^ Df 

.34 0= 6+c .=: » .3c • cLJx = 6/0? + cjx Df 

.32 a=m& .=: > .'^x . a/x = m(b/x) Df 
•33 a?fi v*-«0 .3- ^/^ ^Q 

•4 uav = w'a^' .=: i^e vct 3"^* wa^aw? = u'avaw Df 

•4i teat? =0 .=: we vct 3"^* waî^atc? =0 Df 

•42 (î^^)ai(? = t^t?aM? Df 

•5 v*= [{icav) \{u;v)] '(vct i vct) = (bivecteur) Df 

'6 a,b,ce V* . meq 3-'- 

a=6 .=: t<?e vct .3^- ûtaw? = &aic? Df 

0=0 .=; > > =0 Df 

0= ft+C .=: > » = 6ato + caw Df 

0= m6 .=: » » = m(baw) Df 



I ^ 71. 

t,j,te vct . modi = raodj = modA =1 . ixj =jxk= A:Xî=0 3- 
•0 I=:(iJMM>kai,iaj) Df 

L'opération I est dite « indice » . Elle fait correspondre à chaque v' un 
vct, normal au v', et ayant même la'grandeur. Notre l{uav) coïncide avec 
V(wi?) de Hamilton. L'opération I dépend des vecteurs t,J,A:. Si on les 
change, T vient multiplié par +1. En général on prend ij^k dirigés 
« en avant, à droite, en haut ». 

•1 as V* 3- I^ ^ ^^^ 

'2 a,be v' 3- 1(^+&) = 1(1 + lb (p 

^ 80. Volum = (volume) 

•0 ue Cls'pnt 3- Volum;?^ = (volume intérieur de u) = 
r xa^K (o,i,jjk,h)3\o£ pnt . ijyke vct . i* = j* = A* = 1 . ixj = 
jXk = kxi=0 . AcQ . ir= /i'x Num(2),(7,r)3[p,ç,?'£n . 
0+ {p+0)hi+ (q+e)hj + (r+9)hk 3 w]j] Df 

Soit u une classe de points ou figure. Prenons un point o, trois 
vecteurs unitaires orthogonaux i,j, A:, et un nombre positif^. Si p, q, ^sont 
des nombres entiers, o-J- (j>-{-0) hi -f- {Ç[^^)h) + (r4-0)AA: est le cube 
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dont un sommet est o-f- phi-\- qhi -{- rhk, et les côtés, dirigés selon les 
axes coordonnés^ ont la longueur h. En variant p, g, r, on divise tout 
l'espace en cubes. Le nombre de ces cubes qui sont contenus dans la figure 
u, multiplié par h* (volume d*un cube), donne le volume d'une figure composée 
de cubes juxtaposés, et intérieure à la figure donnée. Ce volume dépend du 
choix des axes coordonnés, et du côté h. La limite supérieure de ce;$ 
volumes, envariant les axes et A, est dite le « volume intérieur de u » . 



•Oi Hp'O .3- Volum'w = (Volume extérieur de u) = 

\ ^3[ 

. ûc= h*X Num(p,ç,r)3[p,gr,ren . 

7i[o+{p+0)hi + {q+0)hj + (r+e)hk] ^ u]\] Df 

•02 Hp '0 .3- Volum^^ = ?(eVolum/^ ^ lYolixm'u) Df 

L'idée du volume d'une figure peut être considérée comme intuitive. Les 
règles pour trouver les volumes des figures plus simples sont très anciennes. 
Les exemples cités dans §jr l'I de Ahmés a. — 2000, ont pour but la mesure 
du volume des cylindres. 

Selon Euclide, on reconnaît l'égalité de deux volumes par la superposi- 
tion, ou enfles décomposant en parties superposables, ou par un procès de 
limite (lib.l2 prop.5). 

La question, si deux polyèdres ayant le même volume, soient décom- 
posables en parties superposables, a été résolue négativement par 

M. Dehn Gôttingen G. a.l900 Heft 3. 

« Ein regulâres Tetraeder keinem Prisma raumgleich sein kann, dass also 
Tetraeder und Prisma auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt 
werden kônnen » . (p 

•1 reQ . OS pnt .3- Volum \pnt^p3[mod(x^o)<Zr]\ = Am^^/S 

\ ArCHIMEDES t.l p.40 : nâoa oq?aïga xerQonXaaia iarl 

xiûvov Tov pdaiv jûv êxovroç carjv rcp jneylarcp xùxXq) tcûv êv t/J 
a(paiqq,j vipoç ôk r^v èx ro€ xévxgov rrjç a(paiQaç. j (v 

^ 81. Area = (Aire) 

•0 UB Cls'pnt . Volumu =0 .3- 
Areaw = lim j Volum|pnt ^ x3[\;ctioà(x—H) </i] |/(2/0 \h^ Q, 0| Df 

Si la classe u a un volume nul, nous définissons Taire de la figure u de 
la façon indiquée. 

La considération des aires planes peut être faite comme pour les volumes, 
et l'on rencontre à peu près les mêmes difficultés. 

La définition de l'aire d'une surface courbe quelconque donnée par Serret, 
Cours de calcul diff. et int. t. 2 p. 293, a été trouvée en même temps insuffisante 
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par H. A. Schwarz ( Mathematische Âbbandlnngen Berlin a.tô90t.2 p.309), 
et par nous (LinceiAcc. 19 genn. 1890), où nous Tavons remplacée par 
une autre, analogue à la définition de Arc (P 56) et fondée sur la considé- 
ration des bivecteurs. Nous en choisissons ici une plus élémentaire, (p 

La définition donnée ici avait été reconnue possible par 

BoRCHARDT C. W. (Gesammelte Werke Berlin a.l888 p.67) 
a.l854 JdM. t.l9 p.369 : 

« On sait que le volume compris entre deux surfaces parallèles se 

réduit au produit de Taire de Tune des deux surfaces par leur distance, 

lorsque cette dernière devient infiniment petite. L'inversion de ce résultat 

montre que Taire d'une surface peut être considérée comme la limite vers 

laquelle converge le rapport, dont le numérateur est le volume compris 

entre la surface et sa parallèle, et le dénominateur la distance des deux 

surfaces. » 

Sans avoir remarqué ce passage de Borchardt, cette même définition 
a été proposée par 

H. MiNKOwsKi ( Jahresber. der Deutschen Math. Vereîn. 
Leipzig a. 1901 t.9 p. 115) : 

« Es seiJPeine Floche. Man construire... den Bereichder Entfernung 

â r, von F. Es sel V{r) das Volumen dièses Bereichs, so kann der Grenz- 

Vir) 
wert von -^— fiir ein nach Null abnehmendes r (vorausgesetz, dass die 

Grosse F(r) sowie dieser Grenzwert existirt), als die Oberflftche der 
F lâche i^ eingefïihrt werden ». H. Minkowski a donné aussi une défi- 
nition analogue pour la longueur d'un arc, qui coïncide à peu près avec 
la 820. (V 

'\ rsQ . OE pnt .^. Area pnt«ir3[mod(ir— o) =r] = 47ir" 

j Arohimedes t.l p.l36 : Ildorjç o(paÏQaç fj èjiKpàveia 

xexQOTiXaoia iorl tov fxeyloxov xvxkov rœv êv aînfj, j . (v 

# 82, Arc 

'0 uE Cls'pnt . Areaw =0 .3- 
Arcw = limjVolum[pnt ^ X3[\piOÙiX''U)<^h]l(7ih^'\ |/i, Q, Oj Df 

•i oe pnt . ie vcWO . reQ .3- 
Arc pnt « x3[moù{x—o) =)^ . (a?— o)xi =0] = 27ir (v 



Ajoutez à la 

a = produit alterné 
A = différence 
Area = aire 
coord=: coordonnée 
Fc = fraction continue 
I = indice 



TABLE DES SIGNES. 



add. p. 106 
p.lOO 
p. 109 
p. 106 
p. 99 
p.107 



prob := probabilité p. 101 

v8 = bivecteur p. 107 

v3 := tri vecteur p. 107 

Volum, =: Volume intérieur p.l07 

Volum' =: » extérieur p. 108 

Volum = » propre p. 108 
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Ajoutez aux Publications citées par une abréviation : 

BerlinAbh. ^ AbhandlnQgen derEgt. Preofisiscben Akademi« der Wis- 
senschaften zu Berlin. Berlin. 4*. 

GoltingenNachr. = Nachriehten von der KBniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften au Gôttingen. Mathematisch - phyaiicalische Elasse. 

WarszawaP. ^ Prace Matematyczno-âziczne, Warszawa. 

PhilMagaz. ^ The London, Edinburgh and Dablin philosophical nia- 
gazine and journal of science. Conducted by Lord Kelvin, G. F. Fitage- 
rald, W. Prancid. London. 

ZeuthenT. = Tidsskrifft for Hatbematik (Copenhagae). 
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Albino Nagy 



Si spense inattesamente in Roma il 26 Marzo, nel suo trentaquatresimo 
anno, lasciando di se gradito ricordo e non fugace rimpianto nei coUeghi 
e nei discepoli. 

ALBINO NAGT (1) nacque a Traù, in Dalmazia, il 2 ottobrel866; 
non ebbe fratelli ed aveva appena seî anni quando gli morl il . padre, 
Giuseppe, procuratore di stato a Zara; sua madré morl a Roma Tanno scorso. 

Fréquente le scuole elementari e Ti. r. ginnasio di Zara, dando subito 
prova di intelletto pronto e versatile; superato con distinzione l'esame di 
maturità, nel 1884 si recô aU'universitâ di Vienna, dove nel 1888 consegui 
a voti unanimi la laurea in matematica e con Iode quella in filosoâa. 

Venuto a Roma nel 1889, insegnô nel 1889-90 lettere latine e greche 
nel ginnasio superiore pareggiato di Ceccano ; negli anni 1890-96 insegnô 
filosofla nel liceo pareggiato di Velletri, avendo per due anni rincarico 
di lettere latine e greche in quel r. ginnasio superiore. 

Frattanto, il 14 dicembre 1892, fu abilitato per titoli alla priva ta 
docenza c'on effetti legali in Logica matematica presso la R. Università di 
Roma dove imparti lezioni negli anni 1893-96. 

Dal 1896 sino agli ultimi giorni fu docente di filosofia nel r. liceo di 
Taranto. 

Possedeva una cultura varia e multiforme, essendosi egli occupato dl 
storia délia filosofia araba, e di lingue orientali. 

Qui perô diamo soltanto l'elenco dei contributi che egli apporté alla 
logica matematica. 

1800 — Fondamenti deî calcolo Logico. Giorn. di Battaglini, Napoli 1800. ( Bstr. daUa aua 

dissertas, di laurea : « Ueber Anwendungen der Mathomatik auf die Logik » ). 

— Sulla rappretéfUtkzione graflca, délie quantUà Icgiche. Rend, délia R. Aoo. dei linoei, 

Roma 1800. 

1801 — Lo Skito attuale e i progresti délia logica, Riv. Ital. di Filosofla, Roma 1801 t.6 ii 

p.301-310. (Reoena. in RdM. a.l802 t.2 p.80). 

1892 — Prinoipii di logica etposta seconda le doitrine moderne, Torino 1808. 

— I teoremi funzionali nel calcolo logfco, RdM. 1802 t.2 p. 177-170. 

1803 — Ueber Bexiehungen zwischen k)gisctien Grôasen, Monatahefte fllr Mathematik, 
\7ien 1803, t.4 p. 147- 153. 

— La logica malematica e il calcolo logico, Riv. Ital. di Filosofla, Roma 1893, t.8 1 p.389-395 
1884 — I primi dati délia logica id. Roma 1894, t.9ip.33-70 

— Ueber doê Jevont ~ ClifTordsche Problem Monatsh. fUr Math., Wien 1894 1.6 p.33l-345. 

— Sulla definixione e il compila délia logica, Roma, Balbi, 1894. 

1800 — Altfimi teoremi iniomo aile funzioni logiche^ RdM. t.d a.1896 p.21-24. 

V. 



(1) Le notixie qui date sono estratte da un cenno neorologioo aoritto da Alessandro Padoa, 
i Pierito nel fisBoicolo III Maggio-Giugno délia RîtIsU Filesofloa, Payia. l90L 
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Recensione 

0. Stolz und L A. Gmeiner — Theoretlsche Aritlunetik, I. 
Leipzig, Tcubner a.l900. 

Il nome dello Stolz é ben noto nel mondo scientifico pei suoilavori 
originali, e pei suoi trattati di Aritmetica e di Calcolo infiuitesimale, 
ove si osserva un rigore eccezionale insierae all'uso dep:li ultimi risultati 
cui pervenne la scienza su questi soggetti. E quindi con piacere che sarâ 
appresa la notizia di questa nuova opéra. Esso è un trattato scolastico; 
e quantunque espresso col linguaggio ordincario, per la sua precisione ci 
puô subito paragonare punto per punto col Forniulario, a. 1901, che indi- 
cheremo con F. 

Nella 1* sezione, che serve d'introduzione, dopo aver indrodottn Tidea 
di grandezza, in modo che la si puo considerare corne idea primîtiva, 
TA si occupa a p. 2 deir eguaglianza , enunciandone le tre proprietà 
caratteristiche (F §1 P10-1--3). Ed aggiunge la condizione : 

« Je zweiDinge des Systèmes mûssenentwedergleich oderungleich sein» , 
la quale non è una proprietà dell'eguaglianza, ma un principio di logica, se 
colla parola ungleich = diseguale si in tende « non eguale » (F§4 PI -2 e 3-6). 

L'A dà al segno = un significato più ampio di quello che abbia nel F, 
e quindi non ammette la §1 PlO-6. Diversamente dette, TA considéra varie 
specie di eguaglianze, tutte indicate collo stesso segno =:. Invece nel F 
il segno = rappresenta costantemente un'eguaglianza sola, detta anche 
identitàr. Le relazioni soddisfacenti aile condizioni •1-2 -3 di §1 PIO sono 
espresse col segno =: accompagnato da al tri segni. Cio è necessario a 
farsi nel F. 

A p.5 l'A. parla del segno •<, che considéra corne rappresentante un'idea 
primitiva, determinata mediante un sistema di proprietà. La 1) a p.6 si 
potrcbbe erigere in definizione nominale sotto la forma &>a .=. a>6. 

La 2) é identica alla §> P2-5 del F. 

La 3) esprimente una proprietà del segno = secondo l'A. é soppressa 
dal F, ove il segno ^ ha un valore costante. 

La 4) coïncide con §> P2 1 del F. 

Siccome nel F il segno > è defînito nomiiialmente, queste P si 
presentano corne teoremi, e non corne Pp. 

A p.9 l'A. spiega l'uso e la soppreSvSione délie parente^i, assog- 
getandolo a regole chiare. 

A p. 10 l'A. spiega la regola di logica detto « Teorema di Hauber » 
F §^ P2'6, e la regola délie negazioni data da §-P2-4. 

L» 2» Sezione tratta dei « numeri naturali ». L'A. esaminata la defini- 
zione Euclidea, e le osservazioni di H e 1 m h ol t z, K r o n e c k e r, D e d e k i n d; 
sceglie la trattazione del « Fonn ul aire », si a nella vsostanza che nella forma. 
Il numéro succe^sivo d'un numéro a é indicato con a+; con qu(*^ta ope- 
razione definisce le cifre, compreso il .simbolo X per indicare il « dieci ». 
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L*addizione è definîta per indiizione e î teoremi sono dimostratî como nel F. 

E noi siamo ben lieti nel vedere che le teorie pure sviluppate nel 
Formulario acquistino sempre più importanza anche nel carapo didattico. 

L'A. incomincla la numerazione con 1, come in F1888; mentre nel 
F1898 e oggi la numerazione comincia con 0, onde eliminare la difficoltà 
nel definire lo 0. 

Inoltre, a causa del valore che TA. attribuisce al segno =, egli 
ag&iiingc ancora allePp la a-rza^ che nel F appartiene alla logica pura. 

Il principio d'induzione, o délia « conclusione dawadw+l, é dall'A. 
attribuita a BernouUi, mentre nel F é citato Pascal. 

La definizione del prodotto é pure data per induzione, e le dimostra* 
zioni coincidono con quelle del formulario. 

L'A. a p.28 introduce il nostro sistema di numerazione e lo 0; ma 
manca la definizione nominale di questo segno. 

A p.34 trovansi alcuni esercizii alla 2» sezione che possono essere util- 
mente tradotti in simboli. 

a, &, Cy d eN^ .^: 

4) a^ quot(6, c) .=. ac ^ô 

5) quot(a, b) > quot(c, d) .=. ad >> bc 

6) identico a §quot PI "5 7) identico a §quot l'51 

8) a^>c . &<rf .^. quot(a,6) ^ (\\xot(c,d) 

11) identico a §quot Pl'2 12) trasformabile nella 11) 

13) cX quot(a,&)^ quot(ac,6) ^[quot(a,&)-fl]c— 1 

14) identico a §quot PI 3 15) complicata 

16) quot(a,b) X quot((?,cf) ^ quot(a&, cd) ^ quot(a,6) quot(c,d) -f 

quot(a,&) -f quot(c,rf). 

17) complicato. 

18) quot (a,6)-f quot (c,&)^quot (a-fc,6)^quot(a,6)+ quot(c,6) +1. 

7) identico a §mlt 1-42. 8) = §2'P41 10) = idem 

La Sezione 3» « Teoria analitica dei numeri razionali » si occupa 
délie operazioni su coppie di grandezze. Sono notevoli i teoremi: « Se un 
operazione su 3 grandezze é associativa, essa lo é pure su più grandezze » . 
« Essa é commutativa se lo ^ su due ». Essi sono seguiti da una série 
di formule; ma la loro redazione compléta in simboli présenta délie difficoltà. 

A p. 57 i numeri razionali sono indrodotti con una definizione che nel 
Formulario é detta «per astrazione ». Su questo punto, accennato in 
F1901 §/ P3 nota, giâ si é parlato in RdM. t.l p.262. 

L'A dà la def 1 : 
« AU'insieme di due numeri naturali a,6 con riguardo al loro ordine 
noi facciamo corrispondere un nuovo oggetto che sï indica con a/6, e, 
dicesi frazione ». 

Def2. «due di questi oggctti ajb e c/<idiconsieguali, seaX<^ = &Xc. » 

Def3... «si dice che a/6> cjd, quando a^Ç> hc. » 

Questa 3» def. non é omogenca (F p.8). Come pure non é omogenea la 
Di del prodotto di due frazioni (§;5'2) 
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La def della somma è resa sensibîlmente omogenea mediante un teorema 
précédente (p. 59) ma è complicata. 

A p.61 TA. introdacei numeri negativi, facendoli dipendere dacopplc 
di numeri positivi,e imitandoil processo seguito per introduire gli irrazionali. 

A p. 63 TA. indica con \a\ il valor assoluto del numéro a, e adduce 
ragioni per provare che questa notazione è piii comoda della moda di 
Cauchy. Queste ragioni trovansi già esposte, e discusse nel F p.84 e la 
ragione per cul ivl si preferisce la notazione di Cauchy. 
p.64 Teor. l = §modl-4 

La regola dei segni (p.65) = F§X B^non è assunta propriamente corne 
deânizione, ma conseguenza immediata della Df. 

A p. 70 TA. indroduce leradici quadrate, come nuovi enti senza par- 
lare di irrazionali. Pare che ciô corrisponda ad un bisogno sentito nelle 
scuole auRtriache, come lo é pure attualmente nelle scuole italiane. Poiché 
nei nuovi programmi di matematica pei Licei si fa al 2^ anno la teoria 
délie radici, e al 3o la teoria dei numeri irrazionali. 

Il nostro A. sviluppa la teoria con rigore; perô le definizioni paiono 
un po' artificiose. 

La sezione 4* sviluppa sinteticamente la teotia del numeri razionali, 
introducendo le « parti delPunità ». A p.77 introduce i numeri negativi 
per una via che parmi difficile ridurre in simboli: le def. date dall'A. nou 
soddisfano aile leggi délie definizioni simboj^iche. L'A. segue il nuovo prin- 
cipio di distinguere i segni -\-q — davanti ad un numéro, dai segni per 

indicare Taddizione e la sottrazione. Invece di — a scrive a; e cita la 
notazione di Spitz (a con una f^eccia orizzontale), di Méray (con una freccia 
sovrapposta), di Padé (an=^ a negativo). Nel F. si é seguita Tidea opposta, 
perché introducendo i numeri negativi, ed i fratti come operazioni, il 
valore dei segni -f e — è lo stesso, sîa nelle formule b-^a, b — a, che nelle 
+ a e — a. 

« Frazioni sistematiche » sono le frazioni corrispondentî aile decimali 
in una base qualunque. 

Le ultime pagine si riferiscono al calcolo numerico sui numeri decimali. 
Altra recensione, dovuta al prof. Vivanti, trovasi nel « Bollettino di 
Bibliografia » giugno 1901 p. 42. 

G. Peano 
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SUR LA LOGIQUE DES RELATIONS 

AVEC DES APPLICATIONS À LA THÉORIE DES SÉRIES 
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La logique des relatives, telle qu'on la trouve chez MM. Peirce 
et SchrOder, est difficile et compliquée à un si haut degré qu'il 
est possible de douter de son utilité. Ces deux auteurs, puisqu'ils 
ne possèdent pas la distinction entre e et 3; regardent une 
classe comme une simple somme d'individus. Pour cette raison, 
une relation n'est pour eux qu'une somme de couples d'indi- 
vidus. Il en résulte que les propriétés fondamentales des rela- 
tions s'expriment par des formules de sommation très longues, 
et dont la signification ne ressort pas très évidemment de la 
notation. C'est pourtant la logique des relations qui devrait 
servir comme fondement à la mathématique, puisque ce sont 
toujours des types de relations que l'on considère dans le rai- 
sonnement symbolique ; c'est à dire, on ne doit pas considérer 
telle ou telle relation particulière, à l'exception de celles qui 
sont fondamentales pour la logique (comme £ et o), mais bien 
les relations d'une certaine classe — par exemple, les relations 
transitives et asymétriques, ou les relations univoques et réci- 
proques. Je montrerai dans le présent mémoire qu'il est possible 
de simplifier énormément la logique des relations, en se servant 
de la méthode et de la notation de M. Peano, que je suppose 
connues dans ce qui suit. Cependant il paraît que la logique de 
M. Peano n'est guère complète sans l'introduction explicite des 
relations. Prenons comme exemple la définition de fonction (1). 
Les signes œu et uœ, qui paraissent à droite dans cette défi- 
nition, ne s'expliquent nullement par ce qui précède. La juxta- 
position de deux lettres n'a reçu aucun sens excepté la mul- 

(1) Formulaire, 1901, § 10, PI • • 01. 



tîplication logique, qui n'est pas ici en question. Le fait est 
que la définition de fonction n'est possible que par le moyen 
d'un nouvelle idée primitive, savoir celle de relation. Qu'on 
remarque par exemple la conséquence suivante. De la défi- 
nition citée, et des P §20 P9-4, §22 P2-4, §23 Pl-02, P2-0, on 
déduit 

afie Nq .0. a-f6 = ab = axb 

Cette con3éq[U9ncG montre que la notation adoptée a besoin 
de modification. Je donnerai (§ 3, 4) une notation plus com- 
pliquée, de laquelle on ne peut pas tirer de pareilles consé- 
quences. On verra du reste que l'introduction des relations 
donne lieu à une simplification et une généralisation de beau- 
coup de théories mathématiques; et elle nous permet de donner 
dos définitions nominales partout où les définitions sont possibles. 

Dans ce qui suit, j'ai adopté quelques uns des symboles de 

M. Scïhrôder, par exemple, R, 0', V. Je n'ai pas réussi à me 
conformer à la règle du Formulaire, de mettre tous les sym- 
boles sur une ligne, et dans le cas des relations il m'a fallu 
distinguer RP de Rr^P. Pour le reste, j'ai adopté tout ce qui 
se trouve dans la logique de M. Peano, ainsi que la notation 
Elm, suggérée par M. Padoa [RdM., VI, p. 117] ; cependant j'ai 
distingué gtiy où u est une classe contenue dans le domaine 
d'un relation R, de q^u. Pour cette raison, le produit logique 
d'une classe u et d'une classe représentée par une lettre 
grecque est toujours indiqué par q^^u ou ti^u etc., et non pas 
par QU ou iiQ [Voir § 1, Prop. l-33'34*35-36]. 

§ 1. 

Théorie générale des Relations. 

^ l'O Idée primitive: Rel = Relation. 

'i Re Rel .o: xRy ,==. x a avec y la relation R. 

•21 R£ Rel .0. Q= x3\'Ky3{xUy)\ Df 

•22 Rfi Rel .0. 0= x3\':Ky3{yUx)\ Df 

Si R est une relation, q est ce qu'on peut appeler le domaine de la 
relation U, c'est* à dire, la classe devS termes qui ont cette relation 
avec on terme quelconque ou avec plusieurs termes. J'emploie toujours 
(excepté pour les relations qui se trouvent dans le Formulaire) des lettres 
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majuscules pour les relations^ et les lettres minuscules grecques corresp. n- 
dantes pour les domaines des relations. Dans les définitions '21*22 la 
lettre R est supposée variable, c'est à dire, a sera le domaine d'une re- 
lation A, fi d'une relation B, etc. Je regarde ? comme une idée primitive, 
de sorte que je me permets de mettre ce signe en avant de propositions 
non réduisibles sans son aide à la forme xsa. 

•31 Rfi rel . xsq .o. qx = y3{xB,y) Df 

•32 XSQ .0. QX = ysij/Rx) Df 

•33 Rfi rel. ue Cls , uoq .o. QU = y3 jai^ ^ x3(xB,y)\ Df 

'34 tiQ = y3\x8u .Ox . xB,y\ Df 

•35 UOQ .0. QU = y3\'Siu^^3(j/Rx)\ Df 

•36 UQ = y3\x£ti .Ox . y'Rxl Df 

'A Rs rel .0. a^ .=• a^ 

•5 aR .=. a^ Df 

. -6 R,R'£ rel .o.\ RoR' .=: xB.y .ox,y, xBly Df 

•6i R=Œl' .=: RoR' . R'oR Df 

•7 Re rel .o. a rel « R'a {xB!y^.=. j/Ra?) Pp 

'7i Rfi rel .o, rel ^ B!3(xKy .=. yRx) e Elm 

[ Ri^Rs £ rel n R'3(.TR'y .=:. yRx) .o.*. a^Riy .=. yRx : ccR^y .=. yRa?.-. 

o: ccRji/ .=. a?R^ : o. Rf =:Rj ] 

•72 Rfi rel .0. R = ? rel n R'3{x^y .=. yRr) Df 

•8 a rel^R3(^ = eoî . e = ey) Pp 

Cette Pp est d'une grande importance, surtout dans T arithmétique. 
Elle affirme qu'entre deux individus quelconques il y a une relation 
qui ne subsiste pas pour aucun autre couple d'individus. Elle n'a pas 
besoin d'hypothèse, puisque x et y ne sont sujets à aucune limitation. Cepen- 
dant on peut la restreindre au cas où x et y sont différents, puisque le cas 
où a; et ^ sont identiques se déduit de celui-ci par la multiplication rela- 
tive (21). 

•9 Re rel .o, R= R 

[ xRy .:=. yRas .=:. xRy ] 

•9i R,Se rel . R = S .0. ^ = a , ^ = o^ 

R = S .^, I( ^ S 
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•93 Rj, B^s rel .o/. co(SL^JR^ .=: xB.^ .u. xR^ Df 

•9i KeCls'rel .0. w'K = R3\xB,y .=, aK f> R'3(a?RV)} Df 

•95 u^Kfirel Pp 

•96 Rj,R|erel .0/. a?(R4^R^y .=: ojR^î/ . xR^ Df 

•97 Ke Cls'Rel .3 ^ 'K = R3[a?Ry .=: R'eK .oR'. xB!y\ Df 

•98 <^'K6rel Pp 

^ 2-1 Ri, R|fi rel .0: x R^R, 3' .=. a y3{x&jf , yB^z) Df 

'li R^R^erel Pp 

n est nécessaire de distinguer R^ <^ R, , qui signifie le produit logique, 
de RiRs, qui signifie le produit relatif. On a R^ <^ R^ =: R^ , mais non 
pas en général RiR^^R^; on a R^i^R, = R,nR£^ mais ou n'a pas en 
général RiR|=:R,Ri. Par exemple, grarul père est le produit relatif de 
père et père^ ou de mère et phre, mais pas de père et mère. 

•12 Re rel .0. R" = RR Df 

•1 3 R,S€ rel .0. (RS) = SR 

[ x(ÔS)y .=. yBSx .=:. gjfi (yRz . zSx) .=. gze (2C§2 . zRy) .=. xSRy ] 

•2 Transitif = tr == rel <^ R5(R"oR) Df 

Quand on a R* R, on a xRy . yRz .o. xRz . 

•3 Rfi rel .0/. R* = R .=: xRz .=. mj3{x&y . j/Rjî) 

Si R est une relation qui engendre une série (ce qui demande que R 
soit transitive et contenue dans la diversité), R'rzR donne *la condition 
que cette série soit condensée {HberaU dicht)y c'est à dire qu'elle possède 
un terme entre deux quelconques de ses termes (Voir le § 5). 

•-4 Rfi rel .0: a>Ry .=. -(rrRy) Df 

•5 -R £ rel Pp 

•6 (-R) = -(R) 

Je n*aî pas trouvé nécessaire l'addition relative de MM. Peirce et Schrôder. 
En voici la définition : 
Soient R, S des relations : leur somme relative est une relation P, telle que 

xPy .=.*. a>-Rj' .Ox . aSy : «-Sy .0» . xB,z Df 

on a xPy .=. -a(-5x ^ -<jy) .=. -J5c(-R-S)yt 

^ 3-1 eerel Pp 

Cette Pp dit que b est une relation. Dans ce cas, j'ai dû abandonner la 
règle d'employer des majuscules pour les relations. 

•2 Q =. 0i:3\ay3{X£y)\ Df [e = individu] 

•3 ^ := 0C3\'3y3iyEX)\ Df [ ^=Cls-rA ] 

'4 e e [ yee .0. ycCls .0. yee ] 



J 
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•5 X€sy .=. ^us^xBx . yez) 

•51 xesy .=. "Ezsizex . zey) .=. x^yeCls . aàn/ 

•,6 ye Cls'Cls .o. s/y = oc3(x^y) 

•7 Rfi rel : xeg .o^. y3{xRy) = a? :o. R = e 

[ acep .0» ! acRy .=:. ysx .o.\ R = e ] 

•8 w,^?e Cls-*/\ .0. a rel « B3(xÈy .=. a?€w . yfit?) 

[ Prop 1*8 .0. grel « P9(m = w . <t? = w) 
P£ rel . fU =: :r . ft? = ;r .0:: 



X£u . ysv .=:a;,y. flc(fiPfi)y .-. ac-cu .u. y-fi» .=x,y. -|j;(ePfi).yl ::o. Prop ] 
Cette proposition prouve que, si u, v sont deux classes non nulles, 
il y a une relation qui subsiste entre toute terme de u et toute terme 
de V, mais qui ne subsiste pas pour aucun autre couple de termes. 

•81 u£ Cls - c/\ .0. a rel « B3{q = u : xeu .=^. xUu) 

[. Prop l'8 .0. a relr>P3(3ï = m . ^ = m) :o.'. 
X8U .0*. ac(eP)u : œ-ew .o» . -a:(eP)w .o.*. Prop ] 

•82 US C\sh/\ .3 fiM = ^ rel <^ B3(^=w : xeu .=^. a?Rw) Df 

■ La relation Su est la relation e pour la classe u seule. Elle est formée 
par le produit relatif dee avec la relation qui subsiste seulement entre u et u. 

^ 4*1 Idée primitive: V = identité 

Ce symbole est tiré de la notation de M. Sch rôder. Je n'emploie pas le 
symbole = pour Tidentité des individus, puisquMl a un autre usage pour 
réquivalence des classes, des P, et des relations. 

'2 r e Rel Pp 

•3 0' = -1' Df 

0* est la diversité. Elle est une relation, en conséquence de Prop 2*5. 
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•42 0' = 0' 
[ Prop-3-4 O. Prop ] 

•5 R,P£ rel .o: RP o 0' .=. RP o 0' 

[ RP 0' .=: xRy . yPz .Ox,y,%. xO'z : 
=• -a {XyyXxRy . yPx) . 

=• -a (pCjyXy^ • ^^y) • 

=:: yllx . xPz .Oa;,y,». yO'jg :=. RP o 0* ] 

^ 5-1 NcH-1 = Rel n R3\xB.y . a;R:r .o^. yVz] Df 

•il lH-Nc = Rel«R3Îî/Rz? . ^Ro? .0^. î/r^j Df 

•2 Rfi NcH-1 .=. Rs 1h-Nc 

•3 lH-1 = (NcH-lHlH-Nc) Df 

NcH-l est la classe des relations univoques. Le symbole Nc-h-1 indique 
que, si on a xRy, quand x est donné, il n' y a qu'un , y possible, mais 
que, quand y est donné, il y a un nombre cardiual quelconque de x qui 
satisfont à la condition xRy. De même 1h-Nc est la classe des converser 
des relations univoques, et 1h-1 est la classe des relations univoques et 
réciproques. 

•31 NcH-1 = Rel f> B3{x£q 0.^. gx e Elm) 
•32 1h-Nc = Rel f> Rs(xsq .o^. qx e Elm) 

•4 Vs iH-l 
[ Prop 4-34-4 .o. Prop ] 

•5 RelH-1 .0. RelH-1 
•6 RelH-Nc.o. RRor 

On n'a pas RR=1', puisque le domaine de RR et le même que celui 
de R, qui n'est en général qu' une partie du domaine de 1'. 

[ xRRy .0. '3iZ3{x,ys q z) : Rf 1-i-Nc .o. qz b Elm .-.o. Prop ] 
•7 R,S£l-Hl .0. RS £ iH^l 

•8 R,S£ NcH-1 . U£ Cls . îiT>Q . QU oa . RS = P .o. a(Qu) = nu 
[ XBU , y V 1XQ .0. ysa .o: z 1' lya .o. xRS: .'.o. oiqu) ;> jiu \1\ 

xsu . xRSz .0. 3 ars ysixRy . ySz) .o. ysgu . Z€ o(qu) : 



11 i . |21 .0. Prop ] 



0. Ttti o{qu) ;2! 
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^ 6-1 SeNc^l .R = SS.o.R^)R.R = R 

[ xRs .=. a y3(a^y . «Sy) (1| 

zEw .=. a u5(«Sw . 'wSv) |2| 

SiîNcH-1 . zSy . zSv .o. yl'v |3! 

tl!.|2t.t3j .0: acR^ . zRw .0. a y3{xSy . ii;Sy) .0. xRw :o. R* oR [41 

xR^ .=. a y3(xSy . zSy) .=. ay^C^Sy . xSy) .=. zRx :o. R=R |5| 
|4|.j5|.o. Prop ] 

•2 Rerel . R'oR . R = R . aR .0. aNcn-l nS3(R = SS) 

acStt . ySw .=. x,ysQ . u^iQXz^gy .0. aîRy :o. SS oR |1| 

R^)R . R := R . aR •^' iXieg .Ox . xs q x {2| 

t2| . Hpjll .0: xB,y .0. x^ys qx .0. xSqx . ySgx .o. ccSSy :o. RoSS |3| 
tlt . t3i .0. Prop] 

La P 6-2 est la converse de la P 61. Elle affirme que toute relation 
transitive et symétrique et non nulle peut ôtre analysée comme produit 
d'une relation univoque et de son converse, et la démonstration donne 
une façon dont ceci peut se faire, sans prouver qu' il n'y a pas d'autres 
façons de la faire. La P 6-2 est présupposée dans les définitions par 
abstraction, et elle montre qu'en général ces définitions ne donnent pas 
un seul individu, mais une classe, puisque la classe des relations S n'est 
pas en général un élément. Pour chaque relation S de cette classe, et 
pour tout terme x de R, il y a un individu qu'indique la définition par 
abstraction; mais les autres relations S de cette classe ne donnent 
pas en général le même individu. Ceci s'expliquera mieux dans les appli- 
cations, par exemple dans le § prochain. Cependant on peut toujours 

prendre la classe qx, qui paraît dans la démostration de Prop 6*2, comme 
l'individu indiqué par la définition par abstraction; ainsi par exemple le 
nombre cardinal d'una classe u serait la classe des classes semblables à u. 

§2. 

Les nombres cardinaux. 
^ l'i UfVeCls .0: usimv .=.'3,l-i-lf>R3(uoQ ,Q w=v) Df 

Pour la définition de ^ u, voir § 1 Prop 1*3.^. 

•il sim £ rel Pp 

Pour affirmer qu'un terme de valeur constante, tel que « sim », appar- 
tient à telle ou telle classe, on a toujours besoin d'une Pp quelconque. 

^5. VII, 1901 RdM. t.7 9 
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*2 US Cls .0 . u sim u 



[ V 8 l-i-l : Rrii* .0 . uoq . qu=iu :o. Prop ] 

•21 u,ve Cls .0 1 u sim v .=. v sim w 

[ § 1 Prop 5-5 .0. Prop ] 

•22 w, t?, 10 fi Clâ .o: u sim î; , t? sim w ,o. w sim w 

[ § 1 Prop 5-7 .0. Prop. ] _ 

•3 a Ne H- 1 "^ S3(sim = SS) 

[ l.li-2-21-22. § 1 Prop 6*2 .o. Prop ] 

•4 g = NcH.lnS3{sim=SS) Df 

Voir la note à la fin du § 1. Si l'on veut définir le nombre cardinal par 
abstraction, on ne peut définir qu'une classe de classes, dont chacune 
a une correspondance univoque et réciproque avec la classe «nombre 
cardinal,, » et à laquelle appartient chaque classe qui a une telle cor- 
respondance. Ceci résulte des propositions suivantes ( '52 et -54), 

•5 Sfig .0. a = Cls [sim =zSS:u£ Cls .ou .u sim ii :o. 

u£ Cls .om . a oc3(uSx) ] 

•51 S,S'fig.o.SS' fi lH-1 

[ a^'y . î^'y'.=. g Cls n U3{u^x . wS y) . g Cls n u'3(u'Sx . u'S'y') jl ( 
uSx . tt'Sac .0. u sim u' .o. u S'S'u' .o. g y^^iuS'y'' . «'S'y") t2J 

tl{ . |2t . S,S' fi Nc-H .0. ylV" • y'Vy' .o. yiy .o. "SS s Nc-i-l |3| 

|3| .0. S'S eNc-i-1 .0. S S' c Ih-Nc {4| j3!.|4t .o. Prop] 

'52 S,S'fig.o. asimo' 
[ xio .0. a Cls n U3 (uSx) \1\ 

Prop 1-5 . ti£Cls .0. a «y a y3(wS'y) [21 

tl| . t2| .o: jceT .Ou. go^^ '^ yd{xSS'y) \B\ 

|3| .o: yeo' .Oy. go"n X3{xSS'y) |4| 

|3| . |4| . Prop 51 .0. Prop ] 

•53 Sfi rel . Rfi iH-Nc . ao q .o. SRRS = SS 

[ ^ o ç .o: asSy .Oaj,y. ga3(yR^) jlj 

Rfi 1-i-Nc .o: yRs . zRy' .o. yVy' )2! 

|1| . |2î .p. SRR = S1' {3î 

{31 . § 1 Prop 4-33 .o. SRR = S .o. Prop ] 

•54 Sfig . k sim a .0. a g^ S'3(A= o') 

[ A; sim a .=:. g l-i-l n R?(/coe . çA: :=a) |1| 

|1| . Prop 1-5 .o:i«fi Cls .Ou . g ftnaw(ttSRac) (21 
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Se NcH-1 . Ren-l .o: SR e Nc-fl [31 

Prop -53 .0. SR RS = SS = sim |4| 

t2j . |3] . |4! .0 .Prop] 

Les propositions '52 et '54 prouvent que toutes les classes qui forment 
les domaines des différentes relations de la classe g sont semblables (sim), 
et que toute classe semblable à l'une d'elles appartient à cette classe de 
classes. L'arithmétique des nombres cardinaux s'applique toute entière à 
chacune de ces classes ; mais pour développer complètement la théorie des 
nombres finis, on a besoin de l'induction complète. (Voir le §4). 

^ 2. Seg.o:: 

'i u,vs Cls .oiiau"^ lav .=. ^tisimv) . aClsM?5 « (t^sîmt; . toou) 

Df 

•3 u =/\ . v=^ .0. u sim v 

[ Rfi l-»-l . î^=A •^- 'f^^Q • ^5 = A tl| 

tl| . v=:A • Prop l'I .0. Prop ] 

•4 Oo = 10 /\ Df 

•5 ICC sim iy 

[ §1 Prop 1-8 .0. Prop ] 

•6 U sim tx .o: ue Elm 

[u sim IX .=. a 1 H-1 « B,3(tiOQ . pi^ = '2c) 

Rfil-*-l . wo^ . ^u ^ ;a? .o: ^,^£2^ .o. yRa? . zBac .o. yl'z .o. m« Elm ] 
'61 u,v £ Elm .0. w sim v 

[ tùê Elm . 2;£2^ .o. «^ sim <x |1| 

vs Elm . y£i? .0. V sim «y 12] 

IH . t2| .Prop2'5.o. Prop ] 

•7 la=7af> 0C3(us Elm .Oi^ . uSx) Df 

^ 3*i Rfi rel . «^o^ . aw .o. 

a rel r> B,'3\q=u : a^R'i/ .=x,y. xeu . a?Ry} 

Hp . §1 Prop 3*8 .D. 3 relr> R "aj ^" = m . ^' := gM : ccew . ysQU .=x,y . ccR^yl 
R*erel : 5cR"y .=y,aj. £CfiM . ysgu : RaR" = R' :o: 
xR'y .=1. ajfiî^ . ye QU . xB,y .=. xeu . ccRy :o. Prop ] 

•i 1 Rfi rel . uoQ .o. rel r> R'^ \xB,'ij .=. rr£i« . xRy\ aElm 

[ Ri,R,erelnR'3|3cR'y.=.a;£M.5cRyl .o: xR^y .=:.£ceM . a:R2/.=.3cRj.y :o. Prop] 
Les P'1'11 montrent qu'on peut toujours trouver une relation dont le 
domaine est une portion limitée' de celui d'une relation donnée, et qui est 
éijuivalente 4. l^v rels^tipn donnée dans cette portion. 
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•12 Rfi rel . uoQ .0. Rm = 7 Rel r> R'3\xB!y .=. xeu . irRy | 

Df 

•2 w,i/8 Cls . u sîm w' .0. a 1 H- 1 o R3(î^=p . u'=q) 

[ u sim u' .0. a l-i-l n R3(u9^ . ^t^ = i^ ) }1| 

tl| . Prop31 .0. Prop ] 

•3 UyVyU'yV'e Cls . uv =y\ . u'v' =/\ . w sim u' . î? sim î^' .0. 
uufv sim w W 

[ usimu' . Prop'2 .0. g l-»-l f>R3(u=Q . M'=e) 
vsimv' . Prop-2 .0. a In-l n R 3(^=5' . »'=e') 

uvz=:/\ , w't;'=/\ . P= RwR' .0. :t= UKn) .^= w'ur' . Ps 1h-1 .0. Prop ] 

•4 te Cls' iH-l : R„R,€ft . R, 0' R^ .0 . q^q^ =/\ . 

Ri,Ri 
^^^, z=i/\ :o. w'A; e 1-f-l 

Ri,R,eX: . Ri 0' R| .3 . gif^Q^ := /\ :d: a ^ R3{xsq) .Ox . krs R3{xsq) e Elm : 

R£,R, 

0.-. Rfifc . aîfiff .0: x{\J'k)y .-=. xRy .-.o. Prop ] 

3'4l Re 1h-1 . Q^Q 8 Cls'Cls : xRy .Ox,y. x sim y : 
XyOfeQ. œO'af.ox,x'. xx =A' Vyî/^Q -V^'l/'^y ,!/ - QQ=A •^* ^^Q s™ ^'^ 

[ a;Ry .0^'^. xsimy :o: xRy .0. a !-*■! ^ R'3(x=g' . y=^') 
X£Q .OjB.RiT fi l-«-l ^ R'?(x=:e' . j^x =^') : k=. l-i-l r> R"3lae '^ a2î(R"l'R« )|: 



P= v/A: . Prop 3*4 :d. Pc 1h-1 . ;n=u*e . i'r= ^*e 0. Prop ] 

Cette proposition donne lo fondement de d'addition arithmétique, 
sous une fonne qui permet l'addition d'un nombre infini de nombres soit 
finis, soit infinis. 

3*5 U8 Cls . Xyyeu .o. iohx sim ii^iy 

[ u^tx-'Cy sim u^cx^iy . <ac sim cy . Prop 3*3 .0. Prop ] 

•5i UjVe Cls . u sim ?? . xeu . ?/£t? .]3- ^^-^ sim iMy 

[ Re l-i-l . w=^ . v=e . xRy .0. Prop jl! 

Rfi l-i-l . w=:^ . v=:q . -(rRy) .0.'. a ^^ 2fi(acR8) : xBa .^t • ^'^f .'. 

0. u^ix sim !>-« j2| 

Prop3-5 .0. V'tz sim V'ty |3| 

|lt.|2|.|3j .0. Prop] 

•5? i«;t'6 Cls , ajfiw . yev .o: i^ sim v .==. 2^-«a? sim t>^j/ 



Df 

Cette définition dépend de Prop 3*3. 

•2 toa .0. 2* = iof>'pd\u& Cls'Cls . wsimft : x^yeu .o«,y. ocy=i/\ 

: a 1h-1 ^ R3(w=:^ . A=e : xsu . a?Ry .ox. x^y) :ow. u^w Sp| 

Df 

Cette définition dépend de Prop 3-41. Il importe d'observer qu'elle dé- 
finit la somme d'une classe finie ou infinie de nombres finis ou infinis ; 
mais qu'il faut que tous les nombres soient différents, car sinon, on ne 
peut les définir comme une classe de nombres, mais seulement comme 
nombres de classes. Pour le cas où il y a des nombres é^aux dans la som- 
mation, il faut des considérations différentes, et surtout la multiplication, 
que je ne développe pas ici, pour éviter les longueurs. 

•3 loQ'Oo 

[léSla .0. UB Elm : vSOa .o. v=i\ : A"^ Elm :o. Prop] 
Cette proposition prouve que pour une relation quelconque de la classe 
cj, la diffère de Oa. 

•4 X£a .0. X-^-la = ?a r> y3 j K^X . Z^U .Ou,3. VaJLZ Sy{ Df 

•-41 XSa^Oa .0.0?— 1<T =:1or>t/3\ uSx . ZSU .Ou,z. lM,zSy\ Df 

Cette définition dépend de Prop 3-51. 

4*5 xe o^Oa . o: a?— la Vx .=. xVx-^-U 

[ X — la 1' a? . t*S X — la . «Sx .d. u sim v [Ij 

tl| . Prop 3-52 .0.*. z-eu . w^bv r^\ u sim v .=:. Vfjiz siixiv^iw .\ 
o: X— la 1' X .=. X V x+la ] 

•6 xeohQo .o: x—'Xa 0' X .=. X 0' a?+l<y 

[ "5 . Transp .o. Prop ] 

Les propositions '5 et '6 prouvent que si le nombre d'une classe est 
identique au nombre de la classe qu'on obtient en ôtant un terme k la 
classe donnée, alors ce nombre est aussi identique au nombre de la classe 
qu'on obtient eu ajoutant un terme à la classe donnée, et viceversa. Puisque 
nous avons prouvé (4-3) que la est différent de Oa, nous avons les moyens 
pour prouver que dans la classe des nombres qui obéissent à 1 induction 
complète, en partant de Oa, deux nombres successifs ne sont jamais égaux. 
Mais avant de développer ce sujet, il faut examiner la théorie des pro- 
gressions, c'est-à-dire, des séries dont le nombre ordinal est c». 



§3. 

Les progressions. 

1.1 a> = Cls f> w3JalH-l« B3{UDQ . QU 0U.3. u^QU : 

se Cls . a si(/^u , q{su)os .os . uos\ Df 

Ceci est une définition du nombre ordinal a>, ou bien, si Ton veut, 
une définition de la classe des classes dénombrables. Les nombres ordinaux 
sont en effe des classes de séries. La classe œ est la plus simple des classes de 
séries infinies. Puisque la définition ne présuppose pas les nombres, il sera bon 
de donner à ce type de séries un nom qui n'implique pas les nombres. Je 
rappellerai donc la classe des progressions. Voici la définition en mots^: 
o> est la classe des classes u telles qu'il y a une relation univoque et ré- 
ciproque R telle que u est contenue dans le domaine de R, et que la classe 
des termes auxquels les différents u ont la relation R est contenue dans u, 
sans être identique avec w, et que, si s est une classe quelconque à laquelle 
appartient au moins un des termes de u auxquels aucun u n'a la relation 
R, et à laquelle appartient tout terme de u auquel un terme de la partie 
commune de u et s a la relation R, alors la classe u est contenue dans 

la classe s, 

•Il Rel-f-l . QOQ .^lQ^ . o . 

(oq = u3\uDQ .Quou.^ u^u : 5fiCls . a sio^qu . q(su) os s>s . wos} 

Df 

fOQ est la classe des progressions dont R est la relation génératrice. 
•12 u8(o . O . Relw = 1h-1 n ^[us <oq) Df 

'1 3 Induct .=/. ueo) . Re Relu, o : se Cls. a su^u . g {su) 

os.osuos Df 

•2 ueco . Re Relu . o . u^u s Elm 

[ Xê tt^QU . S= tX \J ou .^. q(SU) ^S . ^St^QU |1| 

|1| . Induct .0. u^s .0. uo ixoqu .3. u^qu o<x .o. Prop 

Re 1h-1 . qoq . a^^ . uscoq . o :: 

•3 Ou = i{u^u) Df 

•31 X€u . o . seqx = ùqx 

l P£Rel.o.PO„= r.^ - Df 

•5 Pe Rel . neu . o . Pseqw = P/? p Df 

Les P l-4"5 définissent par induction les puissances finies des relations. 
Cette définition s'efibetue au moyen des termes de u. Dans la théorie des 
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progressions on ne peut se passer des puissances des relations; donc, si 
Ton veut rendre cette théorie indépendante des nombres, il faut définir les 
puissances d'une manière qui n'introduit pas de nombres. Le symbole Vx 
signifie Tidentité dans la classe ?r, et la relation nulle partout ailleurs. 
Voir § 2 Prop 3' 12. 

•6 lu =7^ (Ou) Df 

•7 Pe Ul .0. Plt* = P 
[Plt»=l'jrP=P] 

1*8 Pe Ih-I . asu . o . P« e 1-i-l 

[pOugl-f-l {Ij 

PelH-1 . §lProp 5-7 .o: asu . P» s 1h-1 .o. P«eq« «1 h-1 |2t 

{Ij.t^l . Induct .3. Prop ] 

•81 xeu .OuR^z .0 . xVz 
[xrOi* . o«iu« .0. zI'Om 11! 

seacc 
Oi* R« ac .0. Om R seqx }2( {1} . }2} . Induct .o. Prop ] 

'82 v£(o . R'eReb . xsu . Oî;R'*^ . o . zev 

[xVOu .OvR'^Z .O.zVOv .7>,ZBV 11} 

seqx 
Ov K» z . Z8V .9. Ov R' aeqz . seq z sv |2| 

{1| . }2| . Induct .0. Prop ] 

1*9 veco . R'fi Relv . o . a !-*-! r> F3\ic==7i . v=7i : x,yeu • 
xSy ^o x,y* iTixB! 77ty\ 

Cette proposition affirme que deux progressions sont toujours deux 
séries semblables, c'est à dire qu'on peut trouver une relation univoque et 
réciproque dont le domaine est l'une des deux progressions, et dont la re- 
lation converse a l'autre progression pour son domaine, et qui est telle 
qu'aux termes qui précèdent dans une série correspondent des termes qui 
précèdent dans l'autre, et vice versa. 

[ § 1 Prop 1-8 .0. a rel « Po3{no = tOu . sr^ = lOv) \1\ 

Prop 81 .9: xsu . Ou R^ 2; .o. zeu |2| 

Prop 82 .0: xsu . Oi, R* z' .0. z'sv |3| 

tl| . t2| . 131 .0: xsu . àR» PoR'« z' .o. zsu . z'sv . zVx . t4| 

§1 Prop 5-7 . §3 Prop 18 .0. R» PqR'* s 1h-1 j5| 

t4|.|5| . Q= rel r\ Fal'^urs X3{F z=Rc PgR'* )t . P= w*Q .o.-. 

Fs l-i-l . u=:jk . t;=jr: x,ysu . acRy .Ojr^y. j;rccR'j;ry .'.o. Prop ] 

Vdi u' sim w . o . w'fiû) 

Dans cette proposition on démontre que toute classe semblable & une 
progression est elle-même une progression. Si P est la relation univoque 

et réciproque entre t^ et u' , R la relation génératrice de u, alors P R P 
est la relation génératrice de u'. 
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[ u'simu .0. a 1h-1 « P*3(uon' . n'u :=u') \1\ 

Pe 1-1-1 . w^n . Ttu =iw' : X£U .Oa;.a;'= ^Jtx . seqx' = m(Beqx) :o. 

x'Fx . xB, seqx . seqac P seq x' .o. x' PRP seq x' |2| 

Hp j2! . PRP =R' .0. R'ê 1-1-1 . ^u ott' |3| 

Hp t3j . sco'zzjjiOw .0. Xqzz: m^çV |4t 

Hp |3| . 88 Cls . m'~Q'u' £8 . q'(u's) 08 .0.'. 

Ou (Pe)« : x{Fs)u'8 .3» . seqoc (Pe) u's \b\ 

15) . Induct .o: xeu .o^. x(Pe)u's \6\ 

Hp |5| . (61 . Pfi 1-1-1 .o: x'eu' .ox'. x'fi« (^l 

131 . j4| . i7| .0. Prop ] 

^ 2. R3IH-I . ^ ^ . a ^ç . w£ a>e . o : : 

•i QU £ ù)q 

Propl-91 . R' = RRR .0. ^usCOq' \\\ 

1\ . R'oR .0. Prop] 

•il œeu .0. Q^u s (oq 

[ u=i q\ u . Prop 2-1 . Induct .0. Prop ] 

'—'3/ 

Note. Q «= y3\ awo23 (zBpf y)\. 

•12 xeu .0 .ccO' seq x 

[ gw-^w . u 'QU e Elm .0. Ou O'it* |1) 

Prop 11 . xeu .0. g ubcoq . acl'Oga; w j2| 

|1| . |2{ .9: cc£2£ ,0z . scO' seqx ] 

La P 2* 11 prouve qu'on peut omettre autant de termes qu'on veut 
au commencement d'une progression sans qu'elle cesse d'être une pro- 
gression : la P 2*12 prouve que tout terme d'une progression diffère de 
son successeur. 

•13 VOU .:3LV .0 .^V'QV 
[ vo QV .0.-. Om -ey : xs u^v .Ox. seqx -sw {1| 

|lt . Induct .0. -ae^v .o. t*=:/\ l2l 

j2| .0: vou . gtJ .0. av-gv :o. Prop ] 

2*1 4 VÔU . "SlV. QVOV .0. VS (Oq 

[ Prop 2-13 .0. a^-^^ W 

Hp .9. ^t/*oi; |2i 

Vdu . wog .0. vdQ |3j 

cccv . ^vov .0. seqac ev :o: a^sv .Oa?. g^wdv :o: cm î>-p» .0. 1;:=^ u t*| 
t4j . Prop 211 .0. Prop ] 



I u.-. - n<ft«Miikak.HMUB... Jf-i 



[ xeçu ,0u "€ eu .0. Prop ] 

[ v! =è* u .0. w.egO) . ûjzzOm . «êîa' |1| |lt . Prop 2*15 .o. Prop] 



Cette proposition prouve que le même terme ne peut jamais revenir 
dans nne progression : tout terme diffère de tous les termes précédents. 

•2 a^Bu . O . at* '^ C3{àSi> c) 

[bVOu .7). àR^ a \1\ 

àR c . ceu .0. aR^®^ seqc . seqc su |2| 

|lj . |2| . Induct .0. Prop] 

.'21 aybeu .0 . u^ c3(aB^ c) s Elm 

[ Prop 1-8 .0. Prop ] 

•3 afieu . . a+b = 7w « c3{àBf> c) Df 

*A ajbjXeu .o .^ur> y3\x(R^ y> y\ 

[61'0«.o. ir(R« fx .\1\ 

x(R» ) y . aî*^3(yR« z) .0. gw « «?jac(R« ^Bfl z\ 

0. aM«a3|x(Raf^^\t |2| 

jlt . 121 . Induct .0. Prop] 

Ai afieu .0. (Ra)&£lH-l 

[(R«Oaj éIh-1 |li 

(Rff ) fi lH-1 . §lProp 5-7 .0. (Ra f ®^^ e Ih-I t^! 

il! . [21 . Induct .3. Prop ] 

•42 afi,œeu . o . w « î/3|ir(R«)^î/j e Elm 

[ Prop 2-41 .0. Prop } 

'IZ afijXeu . o . a?+a& = 7ur> y3\x(Ra )by\ Df 

•44 a& = Ou +ab Df 

•45 ab Vc .0 . x+ab V x+c [ induct ] 

•46 ab O'C .0 . x+ab 0' x+c [ Induct ] 

•47 ab Vc .=. a?+a& 1' x+c 

[ Prop 2'45-46 .0. Prop ] 

•48 a^u . . a+0^ =a 

[ a+Ou = m ^ cc3(aR0«x)=a ] 

•49 aeu . . 0^+a =a 

[ Prop 1-81 .3. Prop ] 



2-5 ajbm .o. R« W> = Ra-f* 

Ra RA = RH-* .0. R*» R««q* = R» R^ R = Ra+*R=RMq(a+*) j2l 

a + 8eq&= m a av(rtR»©q*x) = rnox^ig ^'(aR * y . y^ix) \ 

= iM ^ x^; 3M n {a^y)3{0u R* a . aR^ y . J/Ra?) I 1 3} 

;3| . Hp;2| .o. a-|-seq6=:m^js?;a M«yï(Oi« R« +*y . yRx) 

= seq(a+ô) )4i 

|2{ . |4! .3. R«R*=R«-+* .0. Ra Rt^* = R» + •'«1* {ôj 

{lî . ;5| . Induct .o. Prop ] 

•5 1 a,b,x£u .0. (rr+a)+& = x+{a+b) 

[ (x+a)+6^m<^2»;aM<^y*(a:R«y . yW^ z)[ 

z=:iUfsziixBflW>z) }lj 

:l! . Prop 2-5 .0. (a?+a)-fô = m«2Hr(xR«+*z) =ar+(a-h6) ] 

•52 afi^eu.o.x+a+b:=(x+a)+b Df 

•53 a,6eM .0. a+b = &+a 

[ Ou +0« = Ou +0« llî Ou +lu = lu = lu +0u |2| 

a+lu = lu+a . : seqa+lu =(a+lu)+lu =(lu +a)+lu }3| 

Hp |3| . |3| .Prop 2-52 .o. seqa+lu=lu +(a + lu ) +lu =lu +seqa ;4{ 

|2|. |4 1. Induct .0. a+lu=lu+a |5| 

|3| . a+6^64-^ .3. a+seqô = a+ô+lu = a+lu +6=1 u 4-a+ô=lu +6+a 

= 6+lu +a=seq6+a |6{ 

tlt . |6| . Induct .0. Prop] 

•6 asu .0. alu = a 

[ àlu = mr\x3 { 0» (R« y^x\ = m<^ac3 |0u R« x\ =: Ot* +a = a ] 

•60 aOM = 0«a = a 

•6i a,tew .0. a(t+lM)= a6+a 

[ a{Ou +lu ) = alu = « = aOu +a 11 I 

a(6+lu )= ab-\-a .o. 
a(8eq6+lu;}=mnx*}Ou(R« )8eq^fiux 

=:mn£c»ja^tr^y3(0uI^'H-*y.^R» x)j 

= m^a:»}OuR'H<H-«x| 

= mf>X9\0u R<»«q*-h»a;| =aseq6+a ] 2i 

}1| . |2|. Induct .0. Prop ] 

'61 i a, bail .0. (&+lM)a = ba+a 

[ {b+lu )0u = Ou =: 60u + Ou |1 1 

(6+1 u)a = ba'\'a .o. 

(6+lu )(a+lu )=mna»}Ou R(H-it*)(«+i«)a3J 

= mn3w|a.y3(Ou R(H-i«)«y.yRH-i««2c)| 

= mnxJl ay3(0u RW-«y . yRH-l«*x) } 

= 6a+a+6+lu = 6a+6+a+lu \2\ 

Prop 2-61 . . 6a+6+a+lu=6(a+lu )+a+lu t3| 

|2| .13{ .0: (6+lu)az=6a+a .o. (6+lu)(a+lu)=6(a+lu) +a+lu |4| 

|1| . ;4(. Induct .o. Prop] 



c 
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2-62 aybyCSu .0. a(b+c) = àb+ac 

a(&+Oi» ) = û* = ab+aOu \ 1 1 

a(6-fc) = a6+ûc .o. a(&+c+lu )=:a(5+c)+«=<»&+«c+^ t^l 

Prop 2-61 .0. a6-Hïc+a=a6+a(c+lM ) |3| 

Prop 2*53 .0. oô+ac-f a=ac+a6+a=:ac+<»(ft+ltt )=:a(6+li» )4-^'c |4| 
|2{ . |3| . |4| .0 : a{b+c) = ab+ac .o. a{b+c+lu) = aô+a(c+lu ) =a(b+lu ) 
+ac |5| 

jlj . |5j. Induct . . Prop ] 

•63 afijCeu .0. {b+c)a = ba+ac 

[ (b+c)Ou = Ou =60tt +cOtt tir 

{b-\-c)a =: &a-f-<^ •^- (^+c)(«+l u ) =s (6+c)a+5+c =:6a+ca+6-f-c 

=6a+6+ca+c |2! 

Prop 2-61 . o: ba+bzizb{a+lu) . ca+c=c(a+l« ) t3| 

}2|. }3t .o: (6+c) a=6a+ca .o. (6+c)(a+l « ) = &(a+l « )+c(a+l u ) |4| 
}lt . |4!. Induct .0. Prop ] 

•64 aybeu .0. ab =:iba 

[aOt4=0«=0«a |1| 

ab^zba .o. a(6+l« ) =:aô-|-a=ôa+a=(6+lu)a |2l 

{1| . |2|. Induct .0. Prop ] 

On a maintenant prouvé les lois formales de Taddition et de la mul- 
tiplication : la loi associative de l'addition dans P 2*51, la loi commu- 
tative de l'addition dans P 2-53, la loi distributive dans -62 et -63, et la 
loi commutative de la multiplication dans *64. La loi associative de la 
multiplication résulte immédiatement (comme pour tous les produits relatifs) 
de la même loi pour le produit logique. Dans ce qui précède on n'a jamais 
présupposé les nombres : la théorie toute entière s'applique a toute progres- 
sion. De là découle dans une forme générale toute l'arithmétique des nom- 
bres finis. 

^ 3. Rfi 1-4-1 . QOQ . 3^*^ . uecoQ . afijCeu .o:: 

'i Pe Ih-1 . yPz . a?Pseqa^ .o. a?P« y 
[ X Psoqa z .0. a ur\w3{xF^ w . wFz) jlj 

P«lH-l .0. iV3{wP^) eElm \2\ 

\2\ . yPj .0. y8iU8{wPt) .o. Prop ] 

Ai Pfi Ih-1 . xPy . OîPseqa^ .o. yFaz 

P»oqa z=. Pa+lt» = piK-H» = PP« jlt 

{1| .o: xF^^^z . = . ^W3{xFw . wF(* z) \2\ 

\2\ .Itxs Elm . xFy .o. yswa^xFw . t(;P« z .o. Prop ] 

•i2 xequ .o, aj—lM=? 1^1/3 (seqî/=^a?) Df 



[OuBPb Ut 

^çufs XiiàB^ b) . Prop 3*11 .9. x — lu « u A^a(seqa Ry 5) {21 

aROM& .9. &IU»seqa .9. 3 i^ a 2^e(&Bir seqa) {d| 

a M A a:^(&R;c a) . zeu r\ x»(6R« a) .o. ôR»^»seqa 

9. a ur>y9(&By seqa) |4t 

i2:.;3i.;4i .9. a «^ ^ ot^CaR' 6 .w. &R« a) .9. a t^^ ^'(seqaBy 5.u.6Ry seqa |5| 
;l{.l5| Induct .9. Prop ] 

•21 Ou £ u f> x3{àR^b .w. 6Rca) .0. al '6 

•22 Om-£ w '^ a7^(aRaî& .u. ôR^a) .0. a ^Moa:3(aR2c& .u. &Ba:a) 

•3 a>& .=^. a e^w « aJ5(6R^a) Df 

•31 a<6 .==. a ^^ '^ x3(àEi3cb) Df 

•32 ai '6 .u. a>6 .u. a<6 [ Prop 3-2 .9. Prop ] 

•33 a>6 .0. -(a<6) 

[ a>6 . a<6 .=. ^QUf\{Xjy)9(aBpi b . 6Ry a .o. a^ ^ ^c+yK^R^^û) 

9. -(Prop 216) tu 

tu .9.'. Prop 216 .9. a>6 .9. -(a<6) .-.9. Prop ] 

•34 a<& .0. -(û^>&) 

•35 a<& = &>a [ Prop 3-3-31 .9. Prop ] 

•36 a<C& .0. ac<ibc 
•37 a>& .o. ac>bc 

•1 aBc .=. ab=c Df 

•il Be Rel 

[ dcsu .9. cî(a:6^)ff Elm |1| 

tl| . § 1 Prop 1-8 .9: xb^zc .9a. aI^elnRa*»(ea*=ia; . ^(a=^tc) \^\ 

Kft =RelAR»{ai^na:*(5c6^ . Qziztx . e=:/c)| . R* =w* Ki .9. 

aRô c .=.aô=c .9. Rô l'B t^l 

|3| . § 1 Prop 1-95 .9. Prop] 

'2 Bc 1h-1 

[ bVU .0. B«1h.1 tu 

B«1h.1 . dl'seq6.9. DitIh-I t2l 

|1| . |2} . Induct .9. Prop ] 

'3 dsQ u .0: aBCd .=. a ^ f>n3\ab=n . dc=:n\ .=. 6ADc 
•4 BCfi 1-^1 

[ B,C«l-i-l .9. Prop ] 
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4-5 He NcH-1 .0: a?OpH =«/ .=. ccEy Df 

•51 Op = p3\{p=) e NcH-1 j Df 

En mathématique on a l'habitude de parler des opérations plutôt que 
des relations univoques. Les Df 4"5'51 n'ont pour but que de permettre 
remploi du langage habituel. La relation entre une relation univoque et 
une opération s'exprime dans ces Df : l'opération suivie du signe d'égalité 
signifie la relation correspondante. 

•« r„ = gaja qu ^ (a?,y)3(g= Opx y)| Df 

•6i &/c = OpBc Df 

Les P 4'6*61 donnent la Df générale des opérations qui corrrespondent 
aux nombres rationnels. Il est important de remarquer que selon cette Df 
aucun nombre rationnel ne doit être identifié avec un nombre entier, puisque 
les nombres rationnels sont des opérations sur les nombres entiers, tandis 
que les nombres entiers ne le sont pas. 

'7 ab/{ac) = a/C [ Prop 4-3 .0. Prop ] 

•71 aBAb [ àBab . bAab .0. Prop ] 

•72 q,qer .0. a un {x,y,z)3{q=œ/z . q=y/z) 

[ q:=zmln. q'-^im'ln' . Prop 4*7 .0. g= mn' l{nn') . g'= m'nj {nn') .o. Prop ] 

•73 ç= x/z = aljz' . 5 = yjz = y'j^ . x<Cy .0. x<Ci/ 

[ Prop 3-36 .0. Prop ] 

•7i » » x^y .0. x"^i/ 

[ Prop 3-37 .0. Prop ] 

•8 Çjç'fi Tu .0/. qilL(jl .=: g= xjz . q'^y/z .Ox,y,z. x<Cy Df 
•8i M fi Rel 

[ Cette P se prouve par la méthode de Prop 4-11, mais la preuve est longue ] 

•9 q,ç^sru . qMq .0. a ru ^ ç^'3{qM(f' . g"Mg') 

[ q:=ajc , q'^dbjc . -(aR6) .0. g M seqa /c . seqa /c M 6/c }1! 



qz=ajc . q'^dbic . aBb . deg^x .0. q=: adl(cd) . q'z=bdj(cd) . ^(adRbd) \2\ 
11). 121 .3. Prop ] 

•91 M* = M [ Prop 4-9.^1 Prop 23 .0. Prop ] 

Pour éviter les confusions, j'ai désigné par M la relation d'être moindre 
parmis les rationels. On vient de démontrer que cette relation est égale à 
son carré, ce qui prouve qu'elle engendre une série condensée. Dans le § 5 
nous développerons la théorie générale de ces séries. 

^ 5. Rfi 1h-1 . QOQ . a g-^ . u8(oq . afiyCydeu .0:: 

•1 +a = OpRa Df -11 — a = OpRa Df 

•« R« = ^«) [ induct ] 
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•3 +w = X9\% uf> y3(x V +y)} Df 

•31 — w = oca^sL vr^ y3{x V —y)\ Df 

•3« +u = +u u — w Df 
•4 g,ç'ertt .o/. ç(D/C)g' .=: q= a/c . ^= b/c . 

'^ Q^u « (a?,y, j)3(a=jpi . c=yz :w: 6=0?^ . c=yz) .0. a+d=6 Df 
•il +d/c = OpD/c I^l' •« -rf/^ = Op (Ô76) Df 

•5 +rM = a?3|a t^ (y^z)3(oo= +y/z) . Df 

.51 — rw = a?3Ja icn{y,z)3(x=i —ylz)\ Df 

1 -{-ru est la classe des rationnels positifs, qui sont des opérations sur 
es rationnels sans signes.. Les classes w, ru, +Wï + ru s'excluent mutuel- 
lement: aucun terme de Tune des quatre n'appartient à aucune des trois 
autres. 

§4. 

Le fini et Tinfini. 

^ l'I Cls infln = Ois r> u3\ a uf>x3(iiMX sim u)\ Df 

•11 Cls fin = Cls- Cls infln Df 

•2 Cls infin=: C\Br>u3\œ8u .0^. u^LX sim w { 

[ §â Prop 3-5 .0: x^ysu .0. w- ix sim i^- ty :3. Prop ] 

'% 1 Cls infln = Cls « W3 j w-^ simu } 

[ Prop 1*2 . xku .0. t«- <x sim u jlj 

T^èu .9. v^ix '=, u .9. t^fos simu |2| 

t.ll . \2\ .0. Prop] 

•2î Ois fin = Cls ri u3 \xEu .0^. M,u "ix sim u)\ 

[ Propllll .0. Prop ] 

'3 ue Cls infin . oosu .0. Ù\jix s Cls infin 

[ Hp . ysu .9. u^cy simu |1| 

|1| . §2 Prop 3-3 .9. usim usjtx .o. Prop ] 

•31 usjcx e Cls fin . oosu .0. tie Cls fin 

[ Prop 1*3 . Transp .0. Prop ] 

•4 ue Cls . i^ tx € Cls infln . x»su .0. ue Cls infln 

[ usjtx e Cls infin . x^£u .o. ^^u<a3simu ;lt 

|1| . yeu . §1 Prop 351 .o. u siœ wwy .o. Prop ] 

'Ai ue Cls fln . X'Eu .0: 2*u^ e Cls fin 

[ Prop 1"4 . Transp .o. Prop ] 

•5 2ie Cls . ooeu .0: ue Cls fin .=. uux e Cls fin 

[ Prop 1-31 -41 .0. Prcp ] 

•6 /\e Cls fin 

[ ne Cls infin .o. ^u :o. Prop ] 
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1-64 Elm Cls fin 

[ us Elm .o«. ^X3(u= tx) : Prop 1-41 . A« Cls fin :o. Prop ] 

•7 US Cls fin .0. a-w Pp 

^ 2. Sfig.o:: 

•1 a infln = a(Cls infln) Df 

ii afin :^a(Clsfln) Df 

•i2 afin =a*ainfin [ Se Nch-1 .b. Prop ] 

•2 iT^ afin .=. Oî-f- la £ a fin [ Prop 1*5 .o. Prop ] 

•2i rre afin .==. ocO'x + la 

[ Prop 1-22 . §2 Prop 46 .o. Prop ] 

•3 Ra = ^Rel <^ R^jflcRy .=. a?e a fin . y=x +l<j j Df 

•34 R<y e 1-4-1 [ §2 Prop 3-52 . Se Nc4-1 .o. Prop ] 

•32 RtfOO' [ Prop 2-21 .0. Prop ] 

•33 Qa = o^fin 
r xsg . uSx ,0, îis Cls fin |1| 

IH . Prop 1*7 .0. a-M .0. ae^sc .0. Prop ] 
•34 ^o = a fin - eOa 
[ xs^ fin . îfSx . ccO'Oa .0. at^ .o: ycw .o. i^/y Sjo ac :o. Prop ] 

'35 afineClsinfin 

4( 3. S£g.o:: 

•i se Cls . 0<j £S . ^a (5 ^ a fin) os .0. a fin o s Pp 

•1 i Induct = Prop 3-i Df 

On peut, si on veut, définir les nombres finis par Tinduçtion complète, 
et prendre comme Pp la définition 1-1. Mais je n'ai pas réussi à déduire 
une de ces P de l'autre. Si l'on définit une classe infinie par la propriété 
de renfermer une partie qui lui est semblable, on ne réussit pas à dé- 
montrer que la partie qu'on obtient en enlevant un seul individu est sem- 
blable à la classe entière, ce qui a des conséquences fatales pour la théorie 
des nombres finis. Si l'on définit une classe infinie par la propriété de rester 
semblable à elle-même quand on lui ajoute un terme qui ne lui appartient 
pas, on excluse la classe de tous les individus, puisqu'on ne peut rien 
ajouter à cette classe. Pour ces raisons j'ai adopté la définition l'I, avec 
les dçux Pp 1-7 et 31, 



•■J"frt"-" 
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3*2 ofbx s co 

l Prop 2-3-31-33-34-31 . §3 Prop 11 .o. Prop ] 

•3 o&a = Cls f> u3 jas ^ S3{w = aftn)j Df 
•31 ^fin = œ 

[ Prop 3-2 .0. Tfin « , jl| 

Rfi 1-1-1 . u=: Q . a^fln = çT. Pzz RRaR .o. tu «^ |2i 

§2 Prop 1-54 .0. Ufi o fin t3| |lt . t2j , !3i .o. Prop ] 

On a maintenant prouvé que toute classe semblable aux nombres car- 
dinaux finis est une progression, et vice versa. De là on déduit que tous 
les résultats du § 3 s'appliquent aux nombres finis. 

•4 ue Cls fin .0. a ay^ V3(ti o v) 

[ t/=^ .o: veœ .Ou. U9V \1\ 

§2 Prop 8'5 . §3 Prop 1*91 .o: weElm . v'ecù . xsv .o, v'wa; wu am 

.0. a a)A v3{uov) \2\ 

ftë Cls fin . V80} . uov . uSx . y^êu .o. 

iMty 8 Cls fin . iD^iy S x+la . uuiy o t^^«y {3j 

Prop 3-31 . Prop 235 . Prop 11-3 . §3 Prop 191 .o. v^y 6(o |4} 

|3|.|4| .o: ue Cls fin . vem . u:)v . uSx . y-'SU .o. 

îMiy e Cls fin . v^iyso) . tMiy o i7j<^ . wjty S a?-|-l(y |5| 

lit : t2t . 15! . Induct :3. Prop ] 

•41 ue Clsfin .0. a a>^ v3\uov . a vr>oo3{y£u .=. 2/<i^ )| 

Pour la définition de y<x, voir § 3 Prop 3*31. 

{ M:=A • ^^û) .o: ysM .=. y<Ot> jlj 

t^Elm . Prop3-4 .o. g con t;3(ji^€i;) {2j 

vfiQ) . luev . §3 Prop 2-11 .o. msjvnza («>m) ao) 

re» . iù€ Cls fin . wov . 31? n xi{ysu .=. y<B) . ^-fiw .0: : 

vu U£<» . ww<2 fi Clsfin . t^wud î\^u .*. xsv :y<.r .=. ysw .-.o. 

a® r> v'? jt?Du' . t?'-D = <2 . xsv' lyBV^jtz .=. 2/<3C | {4{ 

11| . |2j. |4i .Induct .0. Prop ] 

•42 Cls fin = Cls ri wajaco r> î?^ [ wo?; . a^ ^ a?3 {y eu .=. î/<^ )] j 

On déduit que toute classe finie peut être bien ordonnée. 

•5 ue Cls fin .0. -a Cls ^ vs (vdu , aw-t? . wsimt?) 

[ Seg . vSsc . u~vSfj .0. mS sc-f-y l^î 

§3 Prop 216 .0. x+y 0' x .0. Prop ] 

•51 Cls infin = Cls ^ U3 }a Cls r> v3 {vou . a?^-«? . wsime? ) j 

[ Prop 1-1: 3-51 . Transp :o. Prop ] 
La P 3*51 donne la définition habituelle de Tinfini, de laquelle, ce- 
pendant, il ne paraît pas possible de déduire la P 1*1. 

pti^mpato co) tipi 4eUa « I^iTisti^ 4i Hatemi^tioiv ? 4&U& Tip- 0«r1}04e - TQmo, 
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3*6 UyVB Cls fin ,D. Vf^v B Cls fin 

[ v:^u .9. ujv =: u .9. Prop | li 

ttctî .0. une -=, V .0. Prop ;2: 

gw-r . ai>-tt . Sîg . tiSaî . v^uSy .o. wwy Sac+y !<^î 

[31 . §3 Prop 2.2 .o. Prop 14 1 

tl| . 121 . |4i .0. Prop ] 

•61 tce Cls infln . ^aCls .o. u\jve Cls infln 

[ X3U . u£ Cls infin .3. t^im t^-fx .9. u u z;simu u v^ix .o. Prop ] 

•62 U u i?8Cls fin .0. U, î?8Cls fin 

[ Prop 3,61 . transp .o. Prop ] 

§5 

Lres séries condensées 



Vi Èe Rel . R o 0' . R* = R .o. <Pr = Cls ^ U3\u o qsjq .\ 

x,y€u .Osey. xVy .u. xSy .w. yBx /. 
x,yeu . ojRi/ .Oa.,y. aw ^ ^3(a?R^ . jRy )} Df 

•H i> = Cls«w5Jarel^R3(RoO' .R' = R. wfi(pR )j Df 

Ces P donnent la définition d*une série condensée. Si R est une re- 
lation contenue dans la diversité et égale & son carré, et si u est une 

classe contenue dans la somme logique du domaine dû R avec celui de R, 

et si deux u différents ont toujours une des deux relations R,R, et si entre 
deux u différents il y a toujours un troisième Uy alors u est une ^. La 
classe ^ est la classe de toutes les séries condensées pour toutes les rela- 
tions qui engendrent de telles séries. 

•2 R8 Rel . RoO' . R* = R : a7£ ^^ . o^.^ir uœ yQX = qJq: .o. 
•3 Re Rel . RoO' . R' = R . iie^R. ^îU" qu .o. i^ que Elm 

[ ocsu^QU . yst^ix : xRj/ .u. pRx :9. xRy .o. ysgu ] 

•4 Re Rel . RoO' . R" = R .o. 0r = *r 

•3 RcRel . RoO' . R*=R . ScIh-I . oe *r .o. oie 0§RS 

[ X€0 . yViax .0. ySx (1) 

x'b qx , y'Vwx' .0. x'Sy' . xRx' .o. xRSy' (2) 

(1) . (2) .0. yè BSy' . y'i^o (3) 

y SRS y' . y' SRS y" .o. y SRI^RS ij" (4) 

Se 1-f-l . R'=R .0. SRSSRS o SRS (5) 

•.1901 a.331 BAIL t.7 10. 
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(4) . (6) .0. (§RS)' §RS (6) 

y SRS y" .o. a «« (a;',a;^) » (î^ . œRx'' . x^^y") (7) 

(7) . E»=R . Se iH-l .0. a a r^ {x.x'.x") 3 (ySa; . scRac' . x'^x . sc'Rac" . 

x"Bif') (8) 

(8) .0. SRS (SRS)« (9) 

(6) . (9) .0. (SRS)' = §RS (10) 

RoO' . S«l-i.l .0. SRS oO' (11) 

(3) . (10) . (11) .0. Prop ] 

Cette P donne une méthode par laquelle on obtient une nouvelle série 
condensée par corrélation avec une série condensée donnée. EUe prouve 
que toute classe semblable à une série condensée est elle-même une série 
condensée par rapport à une certaine relation. On a le théorème plus gé- 
néral: soit P une relation telle que P30''P*dP: la classe des séries du 
même type d'ordre que n est la classe des domaines des relations P' telles 

quMl y a une relation S univoque et réciproque telle que P' =SPS vT=ia. 
Ce théorème s'applique aux séries de toute espèce sans aucune exception. 
J'omets la preuve pour éviter les longueurs. 

•6 BfRel . RoO' . R^=Œl . ue^B,. P = TSiufSQu .o. tie^p, u=mJ7i 

Pour la Df de R«aç«, voir § 2 Prop 312. 

4( 2. PeRel.PoO'.P^=:P.î^=7ru^.w8 *P.o:: 
'1 î?eCls . v^iv .0. 7i(7iv) = Ttv 

[ «w = ^ .0. nijftv) =: f\ .0. n{3tv) = nv (1) 

a;r« .0.'. XBnv .0. 'SVryi (xFy) : (2) 

(2) . P*=P .D. ^tifyz3 {xPz . JiPy) .0. xsn{jiv) : (3) 
X£Ji{siv) .0. ^ur\sa \ ^vr<y3{xF2 . jFy) \ 

^' ^'or^ys (xPy) .0. X3nv (4) 
(1) . (3) . (4) .0. Prop ] 

•2 î?eCl8 . VOU .0. jr(7rt?) = TiV 

•3 pu ^= Glsn v3\vou . 7tv =v . ^v . ^tMv\ Df 

•4 pu = ClS** V3\ 1>0U . ^V :=Z0 . 3?? . ^U^v\ Df 

pu correspond & ce que M. Peano appelle la classe des segments [RdM. 

t.6 p.l33, §8, P'O]. J'appellerai pu la classe des segments inférieurs, pu 
celle des segments supérieurs. 

•5 ve Cls . vou . a v^n . a u^jiv .o. nv e pu 

[ ^vf>Jt ,^,^:fv (1) Prop 2-1 »o. »(jft;) = ^t? (2) 

(X) . (2) . ^t^nv .0. Prop;] 
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2'51 veCls . t^z^ . '^v^jt . aw-crî? .0. jtvepu 
•6 VjVepic .o: t?Dt?' .w. i?' o t? 

[ VyV'epu , g-i;'-!; .o. a»'<^i?;r .o: oîéu .^x. '3,v'i^y8 {xFy) : (I) 

(1) . v'spu .o: ccfw ,0x . aîfîj' :o. uou' (â) 

gtvK' .D. «'o i; . (3) (2) . (3) .o. Prop ] 

Pour la définition de vjt, voir §1 Prop 1*34. 

'%i VjV'epii .c: vov .u. v'ov 

•7 uTv .=. VjV'epu . ^?D^;' . 2>-=y' Df 

•71 TfiRel 

[ §1 Prop 3-82 .o: r.tyspu .=. vspiipui^' (1) (o)eRel (2) 

(=) eRel (3) 

(1) . (2) . (3) . §1 Prop 1-98 . Prop 2*5 .o. {spiapu) f> (o) ^ (-=) «Rel (4) 

(4) .T= {epuTpu) f> (o) ^ (-=) -0. Prop ] 

Les P (2) et (3) de cette preuve sont des Pp, que nous aurions dû in- 
troduire au § 1, si nous avions voulu faire une logique complète: (2) af- 
firme que r inclusion d'une classe dans une classe est une relation, et (3) 
affirme que Tégalité des classes est une relation. 

•72 ToO' . T"oT 

•73 T* = T 

( vTv' .0. gy'-i? .o. g^rw -v .o. gy' f> (x,y)3 {Xyy-^v . ccO'y) (1) 

(1) . x?y .0. tn^jix . ^tx'Vv' (2) (1) . yVx .o. vTny . nt/Tv' (3) 

(1) . (2) . (3) .0. Prop 1 

•8 pu S ^ [ Prop 11.2'71-72-73 .o. Prpp 1 

On vient de prouver que la classe des segments inférieurs est une série 
condensée par rapport à T. On prouve de même que la classe des segments 
supérieurs est une série condensée. 

^ 3. Fe Rel . PoO' . P*=P . u= ;iwr : cceu .o.tiXsjIoosjtix = u :o:: 

• I l^epu .0. TV =:pu^ ir3(xTv) [ n? o r . topu .;>. Prop ] 

•:2 w s Cls . w ptt .0. T(v = pu ^ X3\^ w ^ y3{xTy)\ 

"i 1 fnr =piC^ X3\y£w .0^. otfTy j 

Pour la définition de wr^ voir § 1 Prop 1*36. 

•3 w eCls . wopu .0. \j*iv OU 

ws Cls . wo pu . a/(? . a pu^w . mf^^^w .o/. 

•4 u'w e pu 

f *' xf û*m; .=:. a w^ V3(xiv . vê pu) .=. ai(; ^ y?; 31; f\ y3(xFy)\ 
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[ V8TW .=:. VBpu . a «7 n Z3{vevz) (1) zbw .o.tzq t(w* w) (2) 

(1) . (2) .0. «£ TW .0. wpw . w t(\/w) :o. rU7 o r(vj*w) (3) 

.0. a Wfsz3{vTz) .0. vfi rtu :o. t(\/w) o Tt£7 (4) 

(3) . (4) .0. Prop 1 

Cette P prouve que, si w est une classe de segments d*une série con- 
densée, la classe des segments contenus dans un terme variable de w est 
la même que la classe des segments contenus dans la somme logique de la 
classe des classes w. Quand la classe wn'a, pas de maximum, on déduit que 
la somme logique des w est la limite supérieure des w : la classe w a donc 
toujours ou bien un maximum ou bien une limite supérieure. (Voir les P 
3'6'7*8 qui suivent). La moitié du théorème analogue se démontre pour la 
limite inférieure et le produit logique dans Prop 3*51. 

•»1 r{^*w) WT 

[ xèw .o: fs^w ox (1) 

(1) . » T fs^w .o: XBW .0*. «Tx :o. zê wz .o. Prop ] 

On ne peut pas prouver que xirs^w) = wt. Ce théorème ne sera vrai 
que quand ti; a un minimum; dans le cas contraire, la limite inférieure 
des w sera fy^Wy et appartiendra dans certains cas à la classe wt^ mais 
non pas & la ctasse tirf-w). 

•6 apw ^ Oiy3{rw = rx) [ Prop 3*5 .o. Prop ] 

'7 X'w = 7 29W ^ aJ3(w = ra?) Df 

•8 Vepu .0. ^ClBf>ii^(wOpU.V^=X'w) [ wzzixv ] 

Les P 3'6*8 prouvent que pu est parfaite pour les limites supérieures, 
mais non pas nécessairement pour les limites inférieures. X'w^ telle qu'on 
vient de la définir, n'est pas toujours une limite, puisqu'elle est le maximum 
s'il y en a un. Les segments qui composent la classe pu se définissent par des 
classes quelconques comprises dans u. Dans le § prochain nous examine- 
rons les segments et les limites qui s'obtiennent en employant exclusive- 
ment ce que M. G. Cantor appelle des séries fondamentales [ RdM. V, p. 157]. 

§6. 

Les séries fondamentales dans une série condensée. 



Les séries fondamentales sont des séries du type cd, dont 
chacune monte ou descend continuellement dans la série con- 
densée qui la contient. Dans le premier cas (l'i) j'appeUe pro 
gression la série fondamentale; dans le second cas (l*î) je l'ap- 
pelle régression. Quant & la série condensée, elle n'est siyette 
& aucune condition excepté qu'elle soit condensée: je ne décide 
pas, par exemple, si Qlle ei^t dénonibrable ou continue qu ni 
l'un i^i l'autre, 
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^ 1. Fs Rel . PoO' . P*=P : œe m^ .0. 7ixsàixsj7^=: 

•j a>p = 0^ V3\v;>u : R^Relv . co^ysv . ooRy .o,,y. xPy \ Df 
'2 a>p = 0)^ v3\vou : RsReU . x,yev . a?Ry .o«,y yPo? j Df 

Si 1) est une progression, Rel^ est la classe des relations génératrices 
de cette progression (§ 3 Prop 1*13). Dans le cas actuel, on ne doit ap- 
mettre comme relation génératrice qu'une relation qui satisfait à la con- 
dition donnée. Une telle relation, si elle existe, est unique. Il ne faut pas 
confondre wP et (un . Voir § 3 Prop 1*11. 

•3 710) = 0^1 a cop r^m(X=Jtv) j Df 

'31 o)^ =a»| a <jû^r^(oG^=tm)\ Df 

•4 7i<o = 0S3\ a (û^^^^&B^JCsajiv)\ Df 

•41 CDj? = âî^l a (ùp^V3(iV=:Vn) \ Df 

Il ne faut pas confondre ;r*i avec pu [%h Prop 2*3 ] : |>u est la classe 
de tous les segments inférieurs de ti, x<o est la classe des segments infé- 
rieurs qui définissent des progressions. Ces deux classes sont identiques 
dans bien des cas, mais je ne connais aucune preuve qu'elles le soient 
toujours. 

'5 VS cop .0. VOnv [ X6V .0. X P seqx .0. xa »« ] 

•51 vecûp.O.vonv 

'6 V8 œp .0. V7Ï = U/'fftV 

[ X8 tM .9. X8 U-^V (1) 

X6 U'^tv .0. '^v^y3{xFy) .o.*. yêv .oy : yVx .u. yFx (2) 

yVx .0. dcPseq^ .0. xsxv (3) 

(2) . (3) .0.'. xaip-jn) .0: ytv .Oy. yPacio. xavS (4) 

(1) . (4) .0. Prop ] 

•6 1 t>e a>p .0. t;jr = i<-crî? 

•7 nc^opu '71 nœopu 

•8 l?,t?'8 cop .0: «t? Ttv' .u. jrt?' O ;it? [ §6 Prop 2*6 .0. Prop ] 

•8i V^v'e a)p .0: ;rrt? O Tiv .w. ;rî?' Trt? [ §6 Prop 2*61 .0, Prop ] 

^ 2. Pe Rel . PoO' . P* = P : xsjis^^ .o^.7J^s4iœsf7xco:=^ 

n^jn : u = Jig^ . t),t?'^a)p :o:: 
•1 ooev .0^. '3.v'^y3{xPy . yPseqa?) :o. -a i?'^ vn 

[ Hp : /est» .0». aA: :o. gv' «^ y?ta^ ^ x3(xPy . y P seqx) | 
lU Rel» . R'fBelu' . §3 Prop 211 . xtv . yav' . flcPy . yPseqx .o. g v, 0' v'a<op (1) 
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Hp (1) . }/bv' . xfB^ V . arTy' . y' P seqr' .o. y'fi '^' t?' (2) 

a ^' t/ ^y^3(seqx' P y* . y* P seq seqa:') .o: seq^* 1' y" .w. seqy' Py" : 

0. seqy' P seq seqx' (3) 

(2) . (3) .0.'. zev' .^g ize 7tv .0. seqz s stv (4) Hp .o. Ov*b xv (5) 

(4) . (5) . Induct .0. r'o ;«; .o. Prop ] 

Puisque cette démonstration est un peu compliquée, je la répéterai en 
mots. La P afiSrme que si deux progressions v^v' sont tels qu*entre deux 
termes consécutifs quelconques de v il se trouve toujours au moins un terme 
de t;', alors il n'y a aucun terme de v' qui succède à tout terme de v. 
Soit X un terme de t;, et y un terme de v' entre x et seq x. Alors les 

termes de v qui ne précèdent pas x forment une progression ^ v, et les 

termes de t/ qui ne précèdent pas y forment une progression ^y v'. Si alors 

x' est un terme quelconque de ^ v, y' un terme de v' entre x' et seq ar', 

on déduit que y* est un terme de ^y v. Or il y a un terme y* de gy v' 
qui vient entre seq x' et seq seq x', et un tel terme doit ou bien être 
seq y' ou bien succéder à seq y'; donc seq y doit précéder seq seq x'. 
Il s'ensuit que, si z est un v' qui précède quelque i;, alors seq z est aussi 
un v' qui précède quelque v. Mais par hypothèse il y a des v' qui précè- 
dent des V \ donc le premier terme de v' doit précéder des v. On déduit par 
induction que tout terme de v' précède des termes de i?, c'est-à-dire qu'aucun 
terme de v' ne succède à tout terme de v. 

2*2 Hp Prop î-i .0. jtv = 7zv' 

[ xtnv* .0. a«'«^yî(xPy) (1) 

(1) . t?'o;rt; .o: xznv' .Oar . XBnv lo. nv'TiTiv (2) 

TXJtv .0. ai^y3(xPy) .D. gu'^v? (ccPz) .o. XÉ;tu' :o. jrî;a;rr' (3) 

(2) . (3) .0. Prop ] 

•3 wfiCls . ttow . wo ^ ^3(îio^;?) : a;£?; .o^. 'Sw^ysixVy . i/Pseq^r). 
M? ^ ys(xPy . î/Pseqo?) « Elm WTfdvm ..'.o. «; 8 wp 

Cette P affirme que si v est une progression dans une série condensée u^ 
et si 1/; est une classe contenue dans u et succédant À un certain terme de r, 
et s'il y a un terme^de w^ et un seul, entre deux termes consécutifs quel- 
conques de V, et si finalement les termes qui succèdent a tout terme de t; suc- 
cèdent aussi à tout terme de w^ alors w est une progression dans u, 

[ Hp . §lPropl-8 .0: qcbv .o». gl-»-! rs R» 5{ loczs^x -w fsy3(xPy . yPseqx) =5sc 1 

xsv . Oflp. Rœ = i1h-1 (^ Ra? ?| <x =: çor . tury3(xPy . yPseqx) = gx j : 
Ru;€Rel n R'îjaR'd .=. g^ ^ x?(aRa 6)| . §3Prop216 :o. Hwe 1-i-l (1) 
RfRelv : xev .o«. Wa;= twry3{xPy . yPseqx) : seqwrc = tiJaeqa? :o. xR wu?« .o. 

tt? a; Rio Rseqx . seqx Ri^seqtt'o; :9. t^'o; Rio R R to sequ'o; (2) 
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WcD t'seqx . seqx Psequ^s .o. w% Pseqt^^x (3) 

aMt>-iOv .0. U'o Px .9. -(K^ojrx) (4) 

(4) . Hp .9. UTO^v (5) 

v^ioti;^ .o: yiw .oy. gt? n aj'?(yP8eqaî') (6) 

Hp (6) . §3Prop. 211 .o. wvc'îCj/Pseqaî') «a>p 

ytiv . ww'?(yPseqas') =: t?' . x =: «' .o. y = ti^ (7) 

§1 Prop5-7 , (1) . R' = BioRRto .o. R'fil-*-l . w;o = m^Q'w (8) 

««Cls . t(^<^ £« : scsv . ii;jp bs .9«. seqt<7« £« :o: xÇEiv9B)8W .o^. seqa(^Rio£)«t£? (9) 

(9) . Hp(9) . Induct .o: xbv .Ox^ xÇRwb) sw (10) 

Hp (9) . (10) . Rwfl't- .32 Wx sw .Ow. Wx BS (11) 

a; 

(7) . (8) . (11) .0. Prop ] 
•4 aû>p fHi^(vw = /\ . Jrt? = :;iii;) [ Prop2-3 .0. Prop ] 

•5 ai?jr f> Z3(nz = ;7rZ?) .0. Vn f> Z3(nZ = Jil?) fiElm 
[ :tzz=Lnv , x^z' .0. .;«5'- := wv (1) 

7ts znjtv, z'Fz .0. 31^'- =: ;rt; (2) (1) . (2) .0. Prop ] 

•6 ^vjt^z3{7iz = Tiv) .0. Vv = n?jr f^z3(7tz = Tiî?) Df 



•61 lOeco^. ^W7trsZ3(7iZ=7^tc) .0. l^U?=7U':nr^«(OT;J=;rt(?) Df 

Vv et !,«;, telles qu'on vient de les définir, sont de vraies limites, tandis 
bue X'v et JÏ, t? du § précédent étaient ou bien des limites ou bien des maxima 
ou des minima. Puisque Vv appartient à la classe vn^ Vv ne peut pas appar- 
tenir à la classe v. qui du reste n*apas de maximum, par définition. De même 
1^ w n'appartient pas à la classe w^ qui n'a pas de minimum. Si une o>p ou 
une œP" possède une limite, elle ne peut en avoir qu'une seule ; mais elle 

peut n'en avoir point. Dans les classes dérivées, ^co,a>jr,a>jr,7r€0 au contraire, 
on peut démontrer l'existence des limites, comme nous allons voir. 

^ 3 PeRel . PoO' . P*=P , u = jtsjjt : xeu .o^.7ia\t loosjnx = w :o: : 
•1 afieu . dPh .o. aû>p «^ V3(nv;ina . nv onb) 

Cette P affirme qu'on peut trouver une progression dont tous les termes 
sont contenus entre deux termes donnés de la série condensée u, 

[ XBu . xPb . P* = P .0. ^ursysixFy . yPb) (1) 

§ 1 Prop 1*8 Rfl-i-l . e e . a^-g . v'sWq .3. g Ih-I^Rq »(eo =«0r» . 

aFiQo . ieo P6) (2) 

§1 Propl-8 . (1) , Hp(2) . xev' .o: alH-l«^Rx 9{qx = tx . aF$èx 4 iQxPb) .o. 



(2).(S).]Jidnct .3: xtn'.Oz .gl-i-Wtx i(pz =£C. aPÎps .>?e Pt^M^x- '^isqsPb) (4) 
OMo' .0» . a»el-FlnB« a(et ^ ix . aPiex .igt Pif Mq>..if«sq«PA): 

R'll-t-1 . s' -^vf . g'simv' .ag'OJta. x^' 3n& (5) 

(5) . § 3 Prop 191 .3. e'eOJp (6) (5) . (6) .a. Prop ] 

Dans la preuve qa'on vient de donner, on prend d'abord nne progression 
quelconque v' dont la relation génératrice est R. On prend nn terme quel- 
conque entre a et 6, et on établit une relation Roe' , qui subsiste uniquement 
entre le premier terme de u' et le terme qu'on a pris entre a et 6. Alors on 
prouve par induction que pour tout terme x de d', on peut trouver une re- 
lation Rz qui subsiste seulement entre x et un seul terme entre a et b, i\xù 
précède le seul terme auquel seq ic a la relation Hseqx. Alors on prend la 
somme logique R' des relations Rs pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles X est un u, et ou démontre que le domaine de R' est une progression . 
dans w, dont tons les termes se trouvent entre a et b. Le processus qu'on a 
en^loyè peut se décrire comme » compter sans nombres • . 

3*1 1 a,beu . aVb .o, acop i^ V3{nv ana .nvo :ib) 

l § 5 Prop 1-4 . § 6 Prop 31 .a. Prop ] 
'2 }taiS0 
[ v,v'itop. wTmj' . a,btm^-xv . ùPb . Prop 31 ,o. 

•^wpnv">{jiv' xa . m)' a jd>) .^. 3o>pn}"3(irtfT)io' . w!"T»w') .o. Prop ] 

Pour la Df de T, voir § 5 Prop 2-7 

•«1 ïrtoe* 

•3 awre^ 

[ Prop 1-6 .a: x,x'iB>x .=. u-x, u-x-enca (1) (1). Prop 3-2 ."3- Pwp 1 
•31 omB0 

'i Slïn^ .0. '*' îio) ^ ïWT . ^' nco S Elm 

[ Xê K^ .»: rt top .3b, xe nv :3. xe n'ira (1) 

Prop 31-2 . XM .3. a oiprt V3(xt *^) .3. avï n'no> (3) 

(1) . (2) . § 6 Prop 13 .3. Prop ] 

•41 Sn^ji .0. *>' Tiio^Timn . f^'ncoéElm 
•5 ajp^ .0. ft* (oji ^ îi«7r . '*' (OJrcElm 

[ œtn-R .3: vsmp .3p. xsvit :3. aan'w;i (I) 

îCM . Prop 811-31 .0. ^apnv3{xt^) .a.x-erfaui (2) (1) . (2) .a. Prop ) 

•81 !ti-rf .0, «'nwi ^ Ji-ffi , i^tOTTCElm 



•6 Jton .0. rSno} =. /\ Dem 3-4 N* (2) .o. trop ] 

.61 JiOn .0. f^^nœ :=: ^ 

'7 TiDjr .0. ^^0)71 = ^ 

•7i jrOjr .0. f^^cûJi = ^ 

^ A PeRel . PoO' . P*=P . i(=7p^ : xBu .o^. .rxsdx^tx = w .o:: 
•1 ccTj/ .=. Xyyeno} . oîoj/ .a> = y . Df 

•i i oîT^ .=. Xjyenm . a?oy .x»^=y Df 

•12 afrj/.=:.Xjye(07i.ocoy.xm = y Df 

•13 ofT^ .:=, x,yeco7ï . xoy . x*» = y Df 

•2 a?£7ïû> .0. a û>Ti '>J3(r^ = a?) 

[ Prop 3-1 .d: y^y^u . y^Py, .Oyi,y2. a^jw f\ imijiytT^m . mH^ny^ (1) 
(1) . Prop 2* 1*3 . vBù>v . as = ;ri? : 2£t? .o». ir^ç Bsttû . ^ra'Ti?^?* . ir« T|jr(seq3): 

Cette P preuve que tout terme de n<o (c'est-à dire, tout segment inférieur 
deu) est la limite supérieure d'une progression de termes de n<o. Si v est une 
progression dans u, a: un terme variable de i?, nv est la limite des segments 
3tx ; mais ce fait ne suffît pas à la démonstration de 42, puisqu*on n*a aucune 
raison de croire que nx appartient toujours à la classe jfeo, c'est-à-dire que, 
si X est un u, x est la limite supérieure d'une progression dans u. 

.21 XS (07Z .0. a tt>Ti ^ Z3(l^ î= X) 

Cette P se déduit de Prop 3-11 comme 4*2 se déduit de 3*1. 
•22 xeno) .0. aû>T,«-3'5(l'^=a?) 

'23 xe 0)71 .0. a tt>T^ f^ z3(l^ = x) 

•24 xe 7t(0 .0, a coTg ^ Z3(l'z = x) 

•25 xe (07t .0. aû>fi « -3'^(l,-3^ = 0?) 
•26 xeTico .0. acoT^ ^ ^3(1'^ = a?) 
•27 xecoTi .0. ao)!; '^ ;^3(1^ = ir) 

La démonstration des Prop '22 — '27 est semblable à celle de Prop '2. Il 
y a huit autres propositions de la même forme que nous ne savons pas dé- 
montrer, et qui paraissent ne pas être totgours vraies. Telle est la proposition 

xe 7ZCO .D. aa)fi ^ Z3(\z = x) 
•3 zeooTi .0. Yz e tko 

[ XBz .0. flcTseqx .o. '3wv/3{xTjty . .TyTseqac) (1) 

Prop 2'3 : xez .o.» v^ Bvrys^xTny . jiyTseqar) : vzz:tV3\^zr<€3(wVvx)\ .'.o* 
V£(o p . Vz ^ 7tv .0. Prop ] 

.31 ze a>T| .0. l^e (07Ï 

•32 ZS a)T, .0. l'ze 7iœ 
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'33 Z€ tt>T, .0- VZ€ i07t 

•34 ze coTg .0. Vze nœ 

'3ti ZS coTg .0. IzS <07i 

•36 Z£ (oT^ .0. l'ze 7i(o 

•37 ze a}T^ .0. l^C (osz 
Ici aussi il y a huit autres propositions de forme semblable qui ne pa- 
raissent pas être taujours vraies. Telle est la proposition. 

z8 coTi .0. Yze 7t(û 

Note au § 6, — On peut maintenant résumer les principaux résultats du §6. 

Une série condensée (une fP) est une série qui a un terme entre deux 
quelconques de ses termes. Une telle série se définit par une relation transi- 
tive P, qui implique la diversité, et qui est telle que P'=P. Si «Py, on peut 

dire que a; précède y. S'il y a des termes en dehors de la série considérée qui 

* 

ont la relation P ou P avec d'autres termes, on peut toujours trouver une 
autre relation, équivalente à P dans la série considérée, et telle que tous les 
termes qui subissent cette relation ou sa converse appartiennent à la série 
considérée (§5 Prop 1 "6). Par conséquent il est plus simple, et non moins 
général, de prendre comme type de série condensée le domaine complet 
d'une relation convenable et de sa converse. 

Soit u une telle série, P sa relation génératrice. Une progression dans u 
est une série du type eo, contenue dans u, et telle qu'on a toujours x Pseq x, 
si X est un terme de la progression. Nous appelons a>p la [classe des progre.s- 
sions dans u. De même, cop'estla classe des régressions, c'est-à-dire des séries 

de type cd, pour lesquelles xP seq x. On peut construire une cop et une ojp , 
dont tout terme se trouve entre deux termes donnés quelconques de u. 
Toute classe v contenue dans u définit quatre classes da^s ui 

(1) jiv^ qui contient tous les termes tels qu-il y a un v qui succède à eux; 

(2) nVy qui contient tous les termes tels qu'il y a un v qui les précède ; 

(3) vjt^ qui contient tous les termes qui précèdent tout terme de v ; 

(4) vn^ qui contient tous les termes qui succèdent à tout terme de v. 

Si V est une progression, (1) et (4) sont seules importantes ; pour une ré- 
gression, (2) et (8) sont seules importantes. Si v est une progression, tout 
terme de u appartient à (1) ou (4), et (1) n'a pas de dernier terme; mais on 
ne peut savoir (dans le cas général) si (4) a un premier terme ou non. On a des 
remarques semblables si v est une régression. 

On avance maintenant à la théorie des segments, qui constitue une gé- 
néralisation de la théorie des nombres réels. On a quatre classes de segments : 

(1) La classe tko^ qui est formée de toutes les classes Ttv^oixv est une oi p 
quelconque : 

(2) la classe ^<o, qui est formée de toutes les classes ^rv, où v est une w 
quelconque ; 



j_i» 



'^•' 
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(3) La classe cojt, qui est formée de tontes les classes t^, où vestune w 
quelconque ; 

(4) La classe oo^, qui est formée de toutes les classes va^ où v est une â>p 
quelconque. 

Chacune de ces quatre classe est une ^, donc la relation génératrice se 

dérive de Tinclusion logique. Tout terme de q>^ est le produit de u et de la 

négation du terme correspondant de na> ; et de même pour 7i(0 et coTi, Les 
classes na> et coTt peuvent avoir des termes communs ; par exemple, si u est 
la classe des nombres rationels, et v est une progression dans u qui n'a pas 
de limite rationelle, v' une régression qui détermine la même section (dans 
le sens de Dedekind). Si u est une série qui satisfait au postulat de conti- 
nuité de Dedekind, 7io) est (on n'ont [pas de jtermes communs; car alors il y 
aura un dernier terme dans toute classe qui appartient à la classe cojij et dans 
aucune classe de ttco. 

Dans chacune des quatre classes ^ct>, net), cdjz, con, on peut construire une 
progression ou une régression, qui aura toujours une limite appartenant À 
une des quatre classes, mais pas toujours à la classe qui contient la dite pro- 
gression ou régression. De plus, tout terme de chacune des quatre classes est 
la limite de certaines progressions, ou bien de certaines régressions, mais 
non pas nécessairement (à ce qu'il paraît) de toutes les deux ; et les termes 
des dites progressions ou régressions n'ont pas besoin d'appartenir à la même 
classe que le terme qui est leur limite. Ces résultats sont en définitif les suivants: 

Tout terme de tko est la lim. d'une pr. dans Jiœ et d'une pr. dans coti 

» ' 710) » » 7l(^ » 0)71 

» (jon > régr. > tio) » toji 

• » (JjTl » > » 7110 > OiJl 

Toute progression dans Ttoy ou dans (on a une limite dans tico 



> 



» 


710) 


» 


0)71 


» 


» 


710) 


» 


710) 


» 


0)71 


» 


» 


0)71 



régression 

» » > 7lO) » 0)71 > » 0)71 

Donc : 

710) est identique à la classe des limites de progr. dans tio) ou o)7i 

710) » » » » > > 710) > 0)71 

0)71 » » » » régressions » tio) > o)7i 

m 

0)71 > » » » » » 710) > o)n 

m 

Nous n'avons pas réussi à prouver qu'aucune des quatre classes est une 
série complètement parfaite; mais chacune d'elles est parfaite ou bien à 



droite ou bien à gauche, c*est-à*d{re ou bien pour les régressions, ou bien 

pour les progressions. La somme logique de 7t(û et (oti^ ou de 7t<û et <on^ est 
une série parfaite ; mais cette série ne sera en général pas condensée. Car 
s'il existe dans u une progression v et une régression v' ayant la même limite 
dans u (ce qu*on sait être possible), alors nv et v*^ seront consécutif dans 
la série n(o w û>7r, car v'n ne contiendra qu*un seul terme qui n'appartient 
pas à KV^ savoir la limite commune. Donc n<a s^ am n'est pas en général 
une série continue. 

Nous n'avons pas réussi & prouver qu'aucune progression ou v^giMMa 
dans u ait une limite, quoique nous ne connaissions pas d*exemple d'une 
série condensée dont aucun terme n'est un élément principale (dans le lan- 
gage de M. G. Cantor). Nous ne savons non plus prouver qu'il y a des termes 
de 7i(o qui sont des limites de régression, etc. 

On sait d'après M. G. Cantor comment prouver tous ces théorèmes si u 
est une série dénombrable [RdM. V,pp. 129-162]. Nous ne développons pas 
ce sujet, puisqu'il n'a été traité à fond par M. Cantor. Dans le § 6 nous avons 
seulement voulu déduire les résultats qui sont valables pour toute série con- 
densée, sans introduire d'autres conditions. 

BERTRAND RUSSELL. 



Recensione. 

L. CouTURAT — La logique de Leibniz d*œprês de documents 
in^ditSy Paris Alcan 1901. 

Che l'esame dei manoscritti di Leibniz, a distanza di un paie di secoli 
dalla sua morte, abbia potuto ancora dar materia al rintracciamento di 
frammenti o di opère, paragonabili per valore e interesse a quelle che di 
quel gran pensatore erano finora pervenute a cognizione del pubblico, è 
un fatto che puô sembrar strano e poco credibile a chi non ponga mente 
al génère délie questioni aile quali quel frammenti si riferiscono. 

Ta)i questioni appartengono infatti ad un campo di ricerche il cui ac- 
cesso richiede, come condizione indispensabile, il possesso simultanée di 
cognizioni e attitudini intellettuali che, riunite eccezionalmente ed emi- 
nentemente i^ Leibniz, vennero poi in certo modo a essere ri parti te fra 
le due classi, ben distinte e quasi antagonistiche, dei suoi eredi intellet- 
tuali, cioè, da una parte i matematici e dall'altra i cultori degli studi 
filosofici. 

Ciô rende anche, nello stesso tempo, ragione di un altro fatto notevole, 
messo chiaramente in luce dal présente volume del Couturat, che, cioè, per- 
fino negli scritti del Leibniz, già da tempo pubblicati, le parti che toc* 
cano più davvicino gli argomenti a cui abbiamo sopra alluso, cioè in 
particolare i vari metodi di rappresentazione simbolica del ragionamenti 
deduttivi e il concetto générale di un algoritmo operatorio (calculus ratio* 
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ciaMor), setnbrano non aver quasi richiamato sopra di se alctina attenaiione 
ed essere giaciate non meno neglelte o ignorate di quelle altre parti, ad 
esse afflni, che gli editori délie opère di Leibniz non ayevano finora neppur 
stimate degne délia pnbblicazione. 

Eppure, corne ha ragione di notare il Couturat, è precisamente aile 
ricerche e aile considerazioni in esse esposte che è necessario far capo per 
rendersi conto délia origine prima e délie intime sorgenti da cui deriva- 
rono, per espressa testimoilianza del Leibniz stesso, tanto le sue idée filo- 
sofiche più originali quanto le sue scx>perte nel campo délia matematica. 
Si le une che le altre sono da lui infatti insistentemente presentate come 
délie semplici c applicazioni » di quelle sue speculazioni generali suUa 
logica deduttiva e sulFarte di scoprire (Combinatoria characteristica et ars 
inveniendi) aile quali egli non ha mai cessato di attendere in ogni fase 
délia sua vita intellettuale, e délie quali le traccie ci sono rimaste in quella 
série di frammenti e di tentativi che, già segnalati su questa Rivista dal 
Vacca, sono ora per la prima volta dal Couturat presi in considerazione nel 
loro insieme, e analizzati e comparati in rapporto al concetto fondamentale 
di cui rappresentano lo svolgimento. 

Taie concetto è quelle délia possibilità di estendere al di fùori del 
campo deiralgebra, e délia matematica in générale, quel processi di de- 
duBione automatica che, basati su un*analisi rigorosa délie idée fonda- 
mentali e suiruso di opportune notazioni ideografiche, si sono ivi dimo- 
strati tanto fecondi ed efficaci come mezzi di accertamento e di indagine. 

È ai suoi primi studi suUa logica scolastica e al fascino che, come 
egli stesso ci informa, questi esercitarono su di lui fin dai suoi anni più 
giovanili, che occorre risalire per trovare il primo germe délie sue medi- 
tazioni su questo soggetto. (Mihi adhuc puero necdum nisi vulgaris logicae 
placita noscenti, expertique matheseos nescio quo instinct u subnata cognitio 
est posse ezcogitari aliquam analysin notionum un de combinatione qttadam 
exsurgere veritates et^ quasi numeris^ aestimari possint, Elem. Rationis) Cou- 
turat, pag. 34. 

Nello scritto De Arte combinatoria, da lui pubblicato mentre non era 
ancora ventenne (1666), e il cui titolo sembra accennare a un'ulteriore in- 
fluenza esercitata su lui dagli scritti di Raimondo Lullo, questo germe 
è già sviluppato al punto da indurlo a un tentative sistematico di rappre- 
sentazione simbolica dei concetti délia geometria elementare mediante ri- 
duzione di essi a un certo numéro (precisamente ventisette) di nozioni 
primordiali (notiones primitivae) che egli désigna con numeri progressivi. 
Da queste coiruso di pochi altri segni, indicanti le varie specie di relazioni 
e di « combinazioni » che tra essi si possono stabilire, egli costruisce le 
deftnisioni di tutti gli altri. Tali definizioni sono da lui distribuite in varie 
classi, in ciascuna délie quali sono successivamente combinati i ooncetti le 
cui definizioni figurano nelle classi précèdent!. 

Non è senza importanza notare a questo riguardo come egli insista 
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continuamente sulFanalogia che qaesto processo dî decomposizione e sac- 
cessiva ricomposizione di coucQtti présenta con qaelli aritmetici di decom- 
posizione d'un numéro nei suoi fattori primi, e di successiva rloostrozione 
dei suoi divisori per mezzo di prodotti parziali fra questi. 

La dimostrazione d'una proposizione générale: « OgniA è 2?> , è con- 
cepita da Leibniz corne consistente nel porre in chiaro, per mezzo di una 
sufficiente analisi del signiiicato dei suoi termini, che Tinsieme délie pro- 
prietÀ che, prese insieme {simid sumptae) costituiscono la nozione B, fà 
parte dell 'insieme délie proprietà che costituiscono la nozione A. 

Prendendo le mosse da questo concetto, egli si propone anzitutto di 
determinare, dato un numéro limitato di « nozioni primitive » , quale sarà 
il numéro nelle proposizioni « dimostrabili » che si possono costrulre, as- 
sumendo came soggetto (o come predicato) una deterrainata nozione « corn- 
plessa » (costituita cioè da un determinato gruppo délie nozioni primitive 
date). 

Per quanto riguarda le proposizioni generali affermât! ve^ la prima 
délie suddette questioni è da lui risolta seguendo un procedimento analogo 
a quello che conduce a determinare il numéro dei divisori d'un dato nu- 
méro (che sia prodotto da numeri primi tutti diversi fra loro) ; la seconda, 
quella cioè di determinare il numéro délie proposizioni di dato predicato, 
è parimenti ridotta a quella di determinare, quando sia data una classe 
finita di numeri primi, quanti sono î multipli d'un numéro dato (eguale al 
prodotto d'un certo numéro di essi) che si possono ottenere moltiplicandolo 
per Tuno o Taltro dei prodotti risultanti dalle diverse combinazioni (senza 
ripetizioni) di quelli, tra i numeri primi dati, che non figurano tra i suoi 
fattori. 

Per quanto riguarda le proposizioni particolari affermative di dato sog- 
getto Leibniz si limita ad osservare che, poichè la proposizione « Qualche 
A è B * non pu6, in conformità aile note regole di conversione e di sub- 
altemazione délia logica scolastica, esser dedotta se non dall'una o dal- 
l 'altra délie proposizioni generali affermative che hanno A per soggetto e 
B per predicato oppure B per soggetto ed A per predicato, il numéro di 
quelle tra esse che sono ^^ dimostrabili „ sarà dato dalla somma del due 
numeri sopra calcolati, rispettivamente, per le proposizioni generali di dato 
soggetto e per le proposizioni generali di dato predicato. 

Dopo aver cosl calcolato il numéro délie proposizioni affermative ** di- 
mostrabili ,, che si possono costruire colla combinazione d'un dato numéro 
di nozioni " primitive ,,, Leibniz, proseguendo in queste sue ricerche di 
*' logica enumerativa „ , si propone di determinare anche il numéro délie 
diverse dimostrazioni che di ciascuna di esse è possibile trovare e, in parti- 
colare, data una proposizione universale affermativa*'dimostrabile ,, *' Offni 
Aè B „ , quanti sono i sillogismi ché si possono costruire (sempre nell'ipo- 
tesi di un numéro limitato di nozioni primitive) aventi per wmclusione la 
detta proposizione. Taie numéro, corrispondendo a quello délie nozioni 
complesse che in tali sillogismi possono fungere da ^^ termine medio ,, , è 
(|a lui calcolato determi^iando, ijel modo già visto sopra, il numéro dellç 
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nozioni ^^ complesse „ atte a figarare neUo stesso tempo corne predicatî dî 
proposizioni generali affermative aventi A per soggetto, e corne soggetti 
di proposizioni generali afPennatîve aventi B per predicato. E analoghe 
considerazioni, sebbene alquanto più oscure e complicate, sono da lui pure 
applicate al caso dei sillogismi aventi per conclusione una data proposi- . 
zîone générale negativa. 

* 

Giova notare, prima di passare aU'esame degli altri scritti logici di 
Leibniz posteriori al " De arte combinatôria „ , corne egli, pur qualificando 
qnesto suo primo lavoro corne un " essay d^ escalier „, aggiunge; '* main 
le fond est bon etfay hasti la-dessus ,,. 

In una série di saggi portanti la data del 1679, troviamo infatti Leibniz 
occupato a costruire, sulla base deiranalogia sopraindicata tra Tanalisi dei 
concetti e la decomposizione dei numeri nei loro fattori, e coirulteriore 
impiego del segno di negazione, un sistema coerente di notazioni simbo- 
liche atto a rappresentare, non solo le varie specie di proposizioni, ma anche 
le trasformazioni e le operazîoni deduttive che su essa si possono effettuare. 

Egli osserva anzitutto corne, dato un sistema di '^ nozioni primitive „ 
a, &, c..., basta far corrispondere ordinatamente ad esse dei numeri primi 
per es. 2,3, 5, 7, etc. per poter indicare, senza alcun pericolo d*equivocî, 
ogni nozione ^^ complessa ,, , dérivante da qualsiasi loro coiQbinazione, me- 
diante il numéro corrispondente al prodotto dei numeri primi designanti le 
nozioni primitive dalle quali taie nozione complessa è costituita. 

Co^ per es. se con 2 e 3 si indicano rispettivamente î concetti ^^ ani- 
male „ e ^^ ragionevole „, il numéro 6 indicherà ^^ animale ragionevole ,,. 

Se nella definizione délia nozione complessa che si tratta di rappre- 
sentare simbolicamente, entrano, oltre ad alcune délie nozioni daté anche 
le negazioni di alcune di esse, egli conviene di rappresentarla con due 
numeri, uno dei quali sia il prodotto dei numeri primi corrispondenti aile 
nozioni '^ positive ,, e l'altro il prodotto di quelli che corrispondono aile no- 
zioni négative, e di distinguere tali due prodotti Tuno dall'altro prefig- 
gendo al seconde il segno — di negazione. 

Cosl per es., aven do 2 e 3 i significati sopra indicati, se indichiamo 
con 5 e 7 rispettivamente i concetti: '^ europeo „, ^^ ricco ,,, l'espressione 
simbolica : (6,-35) 

esprimerà il concetto: '* animale ragionevole, non ricco, non europeo „. 

Dati due numeri qualunque n, n' (che siano prodotti di fattori primi 
appartenenti air ^^ alfabeto „ introdotto per notare le nozioni primitive poste 
a base d*una data trattazione) si potrà constatare subito se la nozione cor- 
rispondente al simbolo : (n, — n') sia " possibile „ (cioè non contradittorio) 
verificando se i due numeri n, n' sono primi tra loro (poichè in caso con- 
trario la nozione in questione conterrebbe un fattore délia forma a— a). 

Per verificare poi se la nozione («,— n') possa figurare come soggetto 
in una proposizione univ^rsale affermativa, aven te per predicato un'altra 
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data nozîone (m,-— m'), basterà, in conformité a ci6 che abbLain9 visto in- 
dietro, verîficare se n è divisîbile per m e înoltre anche »' per w'. 

Condizione invece perché si verifichi la proposizîone générale negatîva 
avente per soggetto (n, — n') e per predicato (m, — m'), è che i due noin^ri 
n ed m\ oppure gli al tri due n' ed m abbiano un fattore comune. 

Le corrispondenti regole perle proposizioni particolari, sono da Leibniz 
ridotte a quelle sopra enunciate per le proposizioni generali, osservando 
che le proposizioni particolari, affermative e négative, equivalgono rispet- 
tivamente alla negazione délie corrispondenti proposizioni général! néga- 
tive afifèrmative. 

Dal fatto che i numeri m^n\m' n* entrano simmetricamente nell*eaun- 
cîato délie condizioni di validità sopradette, relative aile proposizioni ge- 
nerali négative e particolari affermative, Leibniz deduce immediatamente 
la nota regola scolastica délia ^^ conversio sîmplex „ e con analoghe con- 
siderazioni cerca di dimostrare quelle relative alla ^^ conversione per con- 
trapposizione „ (Formul. a. 1901 2*4), alla ^^ conversione parziale ,, non 
che quelle relative alla validità dei sillogismi délie varie figure. Ma le dif- 
ficoltà e le complicazioni contro cui vennero ad urtare i suoi tentativi di 
estendere questo metodo di dimostrazione a tutte le norme deila logica sco- 
lastica sembïano averlo indotto a rinunziare a ogni ulterioreelaborazîone di 
taie simbolismo logico-aritmetico. 

La 6ola traccia importante che queste due prime idée relative alFana- 
logia tra Tanalisi dei concetti e la decomposizione dei numeri in fattori, 
abbiano lasciato nei suoi scritti posteriori è rappresentata dalle convinzione, 
da lui non mai abbandonata anche in seg^ito, di una distinzione ^* asso- 
luta „ tra nozioni ^^ primitive „ e nozioni ^* derivate,,, distinzione che, 
corne quella tra numeri primi C' primitivi „) e numeri non primi, egli ri- 
guardava come aifatto indipendente da qualunque considerazione relativa 
airordine e alla forma délie singole trattazioni. (Cfîr. Fonntdair^ 1901, p. 7). 

Un*altra osservazione, da non omettere a questo proposito è quella 
délia perfetta eoincidenza tra la corrispondenza stabilita da Leibniz tra la 
proposizîone laestb^e Taltra : a è divisibUe per b, e la corrispondenza indi- 
cata nel Formulario (a. 1901 p. 23) tra le due proposizioni ; 

X s Cls . a 3 & 
XB^ . B,estun diviseur de b. 

Poichè, infatti, Leibniz désigna, con a, &, non le classi^ ma le Wfidiitiani 
da cui le classi sono determinate (1), la proposizione a estb significa, per 
lui, non Tinclusione di una classe a in un'altra &, ma invece, come già 
accennammo, Tinclusione deirinsieme di condizioni che definiscono la classe 
h nell'insieme di condizioni che definiscono la classe a; la quai cosa, appll- 
cando a tali insiemi o classi di condizioni, le notazioni dei Formulario (Cfr. 
ed. 1901 p. 5), si esprimerebbe scrivendo ibZ^a (2). 



(1) « D« ideis loquiraar non de individnit ». 

i%) « \ ê^t B idem ^st quod A eontinet B » (Cfr. Coutnrat p. 345), 
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Un*anaIoga considerazione spiega corne, per Leibniz, al minîmo conran 
multiple di due numeri, venga a corrispondere, non la somma logica didtte 
dassi, ma la classe formata dagli îndivldui godenti délia somm>a logica délie 
condizioni a e b, cioë il prodotto logico délie due dassi definite rispettiva* 
mente dalle condizioni a e &. 

Una fase ulteriore délie speculazioni di Leibniz sulla logica è rappre- 

sentata dai due scritti *' Speeimen calculi universcUis „ e *' -4d specim^en ccU- 
<ndi universalis addenda ,, , che, nelle edizioni di Erdmann e di Gerhardt, fù- 

rono pubblicati solo in parte. 

In essi Leibniz comincla ad enunciare un certo numéro di assiomi lo- 
gici {propositiofies pea^ se verae)^ tra i quali, oitre quelli che si riferiscono 
alla proprietà commutativa delToperazione logica fondamentale da lui con- 
siderata, cioè del prodotto di due classi, (o délia somma délie condizioni 
che le definiscono), figurano il principio d'identità (a est a) e Taltro: ab 
est a. (V. Formul. 1901 § 1, 53 e § 2, 1-3). 

Da questi, coiraggiunta del principio del sillogismo (^' Si a est &, et b 
esi c, aest c ,,) , egli deduce una série di altre proposizioni esprimenti le note 
proprietà delPoperazione logica suddetta, e, in primo luogo, quelle relative 
alla *' composizione „ e ^^ decomposizione „ dal predicato d'una proposizione 
universale, cioè: 

'^ Si a est b et a est c, a est bc ,, 

^^ Si a est bc, a est b et a est c ,, 

A questi due enunciati egli fà scguire rosservazione che, per quanto 
riguarda invece il soggetto, è lecita la ^^ composizione (,, si a est c, et b est c, 
€tb est c ,,), ma non la ^^ decomposizione ,,, non potendosi ûa ab est c de- 
durre a est c, ne b est c. 

Dimostra, in scguito, la 4)roposizione : 

" Siaestbyoc est bc. „ (Formul. 1901 § 1, 5*5, § 2, 1-5) 

deducendoue, nel modo pure indicato nel Formulario (§ 1, 5*6), il ^^ praecta" 

rum theorema f,: 

^*' Si a estb et oest d, ac estbd ,f. 

Alla domanda se, reciprocamente, dalla proposizione: ac est bc, si possa 
dedui-re Taltra: a est &, egli rispondeche condizione necessoria è suffîciente 
perché taie deduzione sia lecita è che bec no7i abbiauo elementi comuni 
{non sint intercommunicantia) col che egli intende significare che le due 
nozioui b e c/ decom poste Tuna e Taltra nelle ^^ nozioni elementari ,, che le 
costituiscono, non abbiauo alcuna ^^ nozione elemèntare „ in comune. Per 
esprimere uua taie relazione di mm'intercomrmunicatio tra due classi di con- 
dizioni bf c, Leibniz non ha a disposizione alcun simbolo. L'indicarla, come 

fa il Couturat, scrivendo 

bc = o 

ë certamente lecito purchè perô si avverta che il prodotto &c, in questa 

formola, rappresenta un^operazione affatto di versa da quella indicata da 

Leibniz scrivendo ac o ab (per es. nella proposizione ab est ac), Con ab in- 

fatti Leibniz come vederamo rappresenta Tinsieme délie condizioni che co- 

• 
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stitoiscono la nozione a e la nozione b (cioè la somma logica dî tali oon- 
dizioni, somma logica alla quale corrisponde il prodoUo logico délie classi 
corrispondenti) ; il hc invece che figura nella formola sopradetta, vuol in- 
dicare il prodotto logico délie classi di condizioni designate con 6 e c. 

Ne segue che, se si adotta la saddetta convenzione del Coutorat (ed 
è necessario adottarla se si vuol tradurre in simboli il teorema enunciato 
da Leibniz) la proposizione in questione, enunciata coi simboli del Formu- 
lario, dà luogo alla seguente formola: 

a,h,c6 Cls. ôuc 3 owc . ôc=A O &Z)« 
la quale esprime una proposizione vera e non soggetto ad alcuna délie 
critiche che il Couturat muove airenunciato di Leibniz (a p. 341, Nota 4). 

Corne documento délie varietà di significati attribuiti da Leibniz ai 
simboli di cui fa uso è notevole un frammento (inedito) portante la data 
del 1684, e nel quale Tespressione x est cibc ë assunta per indicare ciô che 
ora si chiamerebbe la somma logica délie proposizioni : x est a, x est b, x 
est c. 

Tra le proprietà dell*operazione cosl défini ta, che ivi sono prese in con- 
siderazione, figura in primo luogo la seguente: ^^ ^t x est abcde et y est cefy 
xest c „ colla quale Leibniz intende rappresentare in simboli il procedi- 
mento segulto dai geometri per determinare un punto come intersezione di 
due o più suoi luoghi, o anche dagli indovini per trovare un oggetto date 
due più classi di oggetti a cui esso contemporaneamente appartenga. 
(Couturat p. 344). 

Nel saggio di poco posteriore (1686) portante il titolo *' Générales in- 
quisitiones de analysi notionum et veritatum ,, Tespressione a est bc torna 
ad assumere il significato che ave va, come vedemmo, nello '' Spécimen cal- 
culi univer salis ,,, e ad essere défini ta come équivalente al sussistere si- 
multaneo délie due proposizioni a est h, a est c, Gli assiomi posti a base délia 
trattazione nello Spécimen^ vengono rienunciati con qualche modificazione 
ed aggiunta (tra cui quel la relativa alla proprietÀ délia negazione: non 
non A=:A). 

Ciô che caratterizza questo saggio è la tendenza ad esprimere le rela- 
zioni di " inclusione „ mediante quelle di <* uguaglianza ,,. Cosl la propo- 
sizione A est B viene espressa colla formola: A^BX la quale indica che, 
per ottenere Tinsieme délie condizioni che definiscono la classe A, occorre 
assumere, oltre aile condizioni che definiscono la classe B, anche un certo 
numéro di ulteriori condizioni ii cui insieme è desîgnato dalla lettera X. 
(Cfr. Formul. §a 1-4). 

Dalla formola A=BX egli deduce Taltra A=AB, moltiplicando la prima 
per B e sostituendo neircspressione cosl ottenuta (cioè in AB=BX, a BX, 
il suo vulore A). 
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Basandoflî sulle quali premesse, egif dimostra il princîpîo del sillo-. 
gismo: Si A=zAB et BzzBC, A=AC. (Sostituendo nella prima di dette ugna- 
glianze il valore di B, dato dalla seconda, ottiene prima A=ABC, e da 
questa, sostituendo in essa ad AB il suo valore A, dato dalla prima, ri- 
cava : A=AC. Non enuncia perô la propriété associativa di cni qui fa nso 
implicitamente). 

L^applicazione di qnesto stesso metodo di rappresentazione aile propo- 
sizioni particolari fu da Leibniz tentato in diverse riprese e in van modi, i 
quali si possono ridurre a due tipi : quelli cioè consistenti nel far precedere 
anche il soggetto da un segno di ^^ classe indeterminata ^, (corne fecero più 
tardi anche Boole e Jevons) e quelli basati invece sulla considerazione^ a 
ctti Leibniz, come vedemmo, era già ri corso in una précédente occasiono, 
che le proposizioni particolari, affermative o négative, equîvalgono rispet- 
tivamente aile corrispondenti proposizioni universali négative o affermative. 

In que-sto secondo caso egli rappresenta le proposizioni: (^iwlchA A è 
B, Qucdche A non è B, non solo colle formole : 

A non = X non B A non = XB, 

ma anche colle altre assai più convenientî : 

AB est res A non B est res, 

dîmostrando poi l'equivalenza délie espressioni : 

AB non est res A non B non est res 

con quelle da lui prima adottate 

A=A non B A=AB 

I)er le proposizioni generali. 

Il fatto perô che con questo sistcma di notazione veniva a essere pre- 
giudicata la questione del significato '^ esistenziale „ délie proposizioni ge- 
nerali, questione da cui dipendeva Taltra délie legittimità délie regole deila 
logica scolastica relative alla " eonversione „ e alla " subaltemazione „ , 
seuibra esser stato d'ostacolo a che Leibniz traesse tutto il parti to possibile 
da queste sue idée di cui l'ulteriorc sviluppo délia logica matematica mise 
più tardi in luce Timportanza. 

Lo stesso si pu6 dire anche d'un'altra idea con tenu ta in questo stesso 
opuscolo (Générales inquisitiones etc.) quella cioè delFanalogia tra le re- 
lazioni di dediicihilità, o di equivalenza di proposizioni, e le relazioni di indu- 
sio7ie o di coincidensa di classi, idea che sembra essere stata suggerita a 
Leibniz dal '^ parallelismo ,, (già notato da Pascal) tra i processi d*analisi e 
(lefinizione délie nozioni e î processi di di7rwHtra7,iorie e di riduzûme délie 
proposizioni le une aile altre. 

Allô stesso modo, egli osserva, come la proposizione ^^ A est B ^^ signi- 
fica che le condizioni richiestc per Tapplîcazione del nome A, implicano, 
o contengono, le condizioni indicate dal nome B, cosi la proposizione: 

''Si A est B, Cestp,, 
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esprime che raffermaKione (1) A est B, œtUiene^ o impHca corne conse- 
guensa, la proposizione ''^ C est D ^^r, per modo che essa puô essere indi- 
cata con: 

(ÂcantinetB) continet (CcaïUinetD) 
o anche: (AestB) est (CestD). 

La perfetta conformiti tra le proprîetà délia copula *'*' est „ (o *' con- 
tinet ,)), nei due casi, è, da Leibniz, riconosciuta ed enonciata in modo 
non meno chiaro ed esplicito di quanto avvenne più tardi per parte di 
Peano (1888) e Schrdder (1891): 

Pér A atU B intéUigo vel terminum vel enunciationem. (Coutorat p.d55). 
E notevole a qnesto riguardo Tanalisi che egli fa del senso délie con- 
giunzloni '^ sebbene „ , '* tuttavia ,, {etsi, tamen) le quali servono a negare 
che le due proposizioni, tra cni flgurano, siano deducibili Tuna dall'altra, 
cioè ad esprimere, per le proposizioni, il sussistere di quelle relazioni che, 
nel caso délie classi, sono espresse dalle proposizioni particolari (2). 

Con frasi poco diiferenti da quelle usate poi da Boole egli afferma che 
^* veritates àbsolutae (cioè categoriche) et hypotheticae easdem habent leges et 
iisdem generalQms theorematib\i8 contineniur „ , ed interpréta la proposi- 
zione A e«^ B corne perfettamente équivalente alla segfuente: 

^' Si 1j est A, Là est B qudque sait L ,.. 
(Couturat pag. 355, nota 6, Formul. 1901 §1, 4-3. 

Posteriore a quelli finora esaminati è ritenuto dal Couturat lo scritto : 
Non inelegans specimeti demonstrandi in abstractis. Anche in questo Leibniz 
dopo aver défini to la relazione di '' identità „ (1), cerca di ridurre ad essa 
tutte le altre relazioni della logica e in particolare qùella di '^ inclusione ,, 
che egli definisoe nel segmente modo: 

''Si plura simtU sumpta coïncidant uni, plurium quodlibet dicitur 
inesse vel contineri in uno isto. Ipsum autem unum dicitur continens ,, 
(Couturat pag. 365). 

Il che è ànche da lui espresso in simboli dicendo che ^^ A inest B „ 
équivale a: ** B=A+X. 

£ importante notare come la dipendenza che Leibniz viene cosl a sta- 
bilire tra il senso che egli attribuisce al segno -(- e quelle che attribuisce 
alla copula inest ^ fa si che, per lui, anche il primo sia suscettibile di rap- 
presentare due operazioni logiche diverse a seconda che la parola iîiest che 
figura nella sua definizione ë interpretata come esprimente lUnclusione di 
una classe (soggetto) in un^altra (predicato) o invece come esprimente la 
itidusiane délie condizioni che definiscono una classe (predicato) tra le con- 
dizioni che definiscono un^altra classe (soggetto). 



(1) Cum dico A etl B^ et A et B sunt propotUionet^ itUelligo ex A iequi B. (Couturat, 
pag. 355, nota 1). 

(2) « A est vraie quoique B soit rraie » se traduit par: « De ce que B $oU vraie il *i# 
$*enjmit pat que A eoH fautse (Cfr, Couturat, pag. 357, nota ?). 
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Che Leibniz, nello scritto di caî ora parliamo, oscilli, in certo modo, 
continnamente tra tali due înterpretazioni délia copula inest è messo ftior 
di dubbio dagli esempi di coi fa nso. Cosl egli esemplifica le due propos!- 
sioni: ^^ A inest B „, ^^ B inest C „ colle seguenti : '•*' QuadrUctferum esse^ 
inest paraUelogrammo, et paraUélogrammum esse^ rectaiigtdo „, aggiun- 
gendo perô subito : " Inverti hœc possunt si pro notiœiibus per se consi- 
dérons, spectemtut singularia sub notiane œmpreîiensa, et fieri potest A 
rectangtUum, B paraUélogrammum^ C quadrilaterum. (Couturat pag. 374, 
nota 1). 

Ora il fatto che, a seconda che si adotti Tuna o Taltra délie due In- 
terpretazioni per Vinest, il segno -f viene a rappresentare, rispettivamente, 
la somma logica deUe due classi tra i cui segni è posto, o la somma logica 
délie condizioni da cui tali classi sono definite (somma logica a cui corri- 
sponde, corne già si osservô, il prodotto logico délie classi rispettive), basta 
a mio awiso a giustificare le citazioni storiche, tratte appunto dall'opera 
di Leibniz di cui ora parliamo, che si trovano nel §2 del Formulario 1901 
(riportate in seguito aile proposizioni dall'l'S airi'6 e dal 2*1 al 2*6). 

Poichè infatti, nello scritto in questione, ciô che Leibniz esprime, pro- 
raiscuamente, talvolta scrivendo A-|-B, talvolta scrivendo semplicemente 
-f- AB (2), è in fondo sempre la stessa operazione logica, o più precisa- 
mente le stesse due operazioni di logica (cioè la somma délie condizioni de- 
finienti due classi, e il prodotto deUe classi stesse), le varie proprietà che 
egli enuncia deiroperazione -|- che egli considéra, possono tanto riguar- 
darsi corne riferentisi a quella che attualménte si chiama moltiplicazione 
logica quanto a quella che ora si chiama Vaddizione, purchè solo si av- 
verta che, in questo secondo caso, le classi di cui parla Leibniz, e che 
egli indica un a e &, sono " classi di condizioni ,,. 

È da notare infine a taie proposito come rosservazione che fa il Cou- 
turat (pag. 37'^) a proposito délie seguenti proposizioni cominciate da Leibniz : 

" Da A inest B+C non si puô dedurre " A inest B „ , non esclude 
affatto che questa pure, come le rimanenti, corrisponda, per Leibniz, nello 
stesso tempo all*una e airaltra délie due seguenti asserzioni: 

1) Dal dire che la fclasse di condizioni A è contentUa nella somma 
délie due classi di condizioni B e C non si pu6 dedurre che essa sia con- 
tenuta nella classe di condizioni B. (Il che si esprimerebbe in simboli di- 
cendo che da AZiBuC non si deduce A^B); 

2) Dal dire che la classe, determinata dalla condizione A, contiene 
queUa determinata dalla somma délie condizioni B e C, non si puô de- 
dvre che essa contenga quella determinata dalle sole condizioni B. (Il 
che, indicando con a, b, c, le classi determinate rispettivamente dalle con- 
dizioni A, B, C si esprimerebbe in simboli dicendo che: da bc'^a non si 
deduce bZià). 



(1) Eadem sunt quorum alterotrum ubi]ib«t potesi subetltui salva reritate ». 
{») Pro A+B poêtêt gimplMter poni AB (Couturat pag. S04). 
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Un'auaioga avvcrtenza è pure da ripetcre per ciô che ri^arda la 
" sottrazione logica „ , defiuita, uello stesso opuscolo, da Leibniz, nel se- 
gueiite modo: 

** Se A contiene B e se C contiene tutto ciô che è contenuto in A, 
eccetto ciù che è contenuto in B, si dira che C è uguale ad A — B ,,. 

Venendo cosl infatti anche il concetto di ^^ sottrazione ,,, corne prima 
quello di addizione, a dipendere da quello di '' inclusione ,, anch^esso verra 
a partecipare délia stessa duplicità di senso che abbiamo notata nel caso 
deiraddizione. 

Ciô è messo in chiaro dagll esempi stessi che Leibniz cita, per la re- 
lazione A — B = C, tra i quali figura il seguente : Homo — Rationalis = 
Brutum, corrispondente alla formola: 

Homo = Brutus -{- ^Ationalis (1). 
Il diverso significato del segno di sottrazione (detractio) c di quello di 
negazione (^^ non ,,) è caratterizzata da Leibniz col dire: A non A est ab- 
surdum, A — A est nihil, e il contrasto tra le proprietà dell'uno e delFaltro 
è espresso dicendo che: '' non ,, repetitum se ipsum tollit. Detractio repe- 
tita non tollit se ipsam sed tcrminos cui praefigitur... Verbi gratia A non 
non B e^t AB, sed A B est A ,,. (Cfr. Couturat pag. 379, nota 1). 

Leibniz tenta pure di estendere la sua definizione di A— B anche al 
caso in cui la condizione che *'* A sia tontenuto in B „ non sia soddisfatta. 
L'espressione A— B è allora da lui designata corne esprimente un' '* aspet- 
tativa di sottrazione {expectatio dectractionis)^ e paragonata ai numeri ne- 
gativi deirAlgebra, in quanto, quando essa figuri come aggiunta a un 
segno di classe C, taie che C+A contenga B, dà luogo aU'espressione : 
C-f-A— B, il cui significato è determinato dalla definizione già data sopra. 

* 

Chiuderô questa rapida rassegna degli acritti logici di Leibniz, com* 
pita colla scorta del volume del Couturat, notando col Couturat stesso, 
come, mentre per ciô che riguarda la proprietà délie operazioni fondamen- 
tali della logica (presa ognuna a se o nei suoi rapporti colle relazioni di 
>' inclusione „ di *' coîncidenza ,,), ben poche siano quelle, ora note, di 
cui negli scritti di Leibniz non si riscontri Teunnciato, sotto forma più 
meno esplicita e determinata, per ciô che riguarda invece quelle che si 
potrebbero chiamare le proprietà vicendevoli délie dette operazioni, per es. 
la rcciproca distributività della somma e del prodotto logico (Lambert- 
Peirce), la definibilità di ciascuna di queste due operazioni per mezzo del* 
Taltra e del segno di negazione (De Morgan) ecc. , egli sembra aver la* 
sciato quasi tutto da fare ai suoi successori. 

La sua costante preoccupazione di non scindere le considerazioni re- 



(1) ÂltroTe diçe anche : Si A = triangulumt B s» aequilaterale A -{- B erit « triangulum 
atquilateralê ». 
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lative airinclosione o aireg^aagplianza tra classi da quelle relative alla 
coincidenza, parziale o totale, délie condizioni che le deftniscono, lungi da 
facîlitargli il riconoscimento di quel principio di ^^ dualitÀ',, (piùtardi sco- 
perta dal De Morgan) da oui dipende tanta parte délia semplicità e délia 
simmetria che caratterizza attualmente il calcolo logico, sembra esser stato 
per lui il principale ostacolo a una concezione netta délia somma e del 
prodotto logico, come di due operazioni fondamentalmente distinte tra loro 
(per quauto godent! di comuni proprietà), e come suscettibili perciô di es- 
sere considerate nei loro reciproci rapporti. ^ 

La parte del volume del Couturat, alla oui considerazione mi sono li- 
mitato nel présente resoconto, quella cioè direttamente riferentesi al sim- 
bolismo délia logica matematica non è certamente la sola che contenga 
document! e osservazioni di cul sarebbe opportuno Tesame e la dlscussione 
su questa Rivista. 

Il contenuto tuttavia délie parti rimanenti, pur riattaccandosi aile 
speculazioni logiche di Leibniz, e pur concemendo argomenti ad esse in- 
timamente connessi, quali il calcolo geometrico, la costruzione d*un lin- 
guaggio scientifico unlversale, il progetto d' un* enciclopedia del sapere 
umano, ecc. , potrà senza inconvénient!, e anzi cou vantaggio, formare 
oggetto di altri speciali resoconti. 

G. VAILATI 
Bari, 12 ottobre '01. 
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DIZIONARIO Dl MATEMATICA 



Un Diziona7HO di Matematica^ cioè una raccolta dei ter- 
mini che si incontrano nelle opère matematiche attuali, insieme 
aile osservazioni che servono a precisare il significato o i sî- 
gniflcati d'ogni termine, quali Tetimologia, la storia, la defini- 
zione, quando è possibile, riuscirà un lavoro utile tanto sotto 
Taspetto scientîflco quanto sotto quello didattico. 

La moltiplîcità dei termini usati per rappresentare una 
stessa idea, e la moltiplicità dei significati in oui è usato uno 
stesso termine costituiscono un inconveniente tro^po diffuso e 
ben noto. 

Il Dizionario potrà guidare individualmente ogni autore 
nella scelta dei termini più opportuni pel suo lavoro. 

Esso è pure il lavoro preparatorio onde ottenere una ter- 
minologia scolastica uniforme ; questione questa di alta impor- 
tanza e a cui si intéressa la Società « Mathesis » , e di cui dot- 
tamente riferl il prof. E. De Amicis nel Congresso tenutosi a 
Torino nel 1898. 

Esîstono libri aventi lo stesso titolo dei précédente, quali : 

G. S. KlUgel, Mathemutisches Wôrterbuch. Leipzig a. 1803- 
1831, 5 vol. 

cui fa seguito il 

« Supplément » von J. A. Grunert. Leipzig a. 1833-36, 2 vol. 

A. S. De Montferrier, Dictionnaire des sciences matlié- 
mathiques pures et appliquées. Paris a.l838, 3 volumi. (Altre 
copie portano Tindicazione Paris a. 1845). 

H. Sonnet* Dictionnaire des Mathématiques appliquées.'Pans 
a.l867, 2 vol. 

Ma queste oper© voluminose contengono sotto ogni nome 
le proprietà principali deiroggetto indicato da quel nome. Ad 
es. sotto il nome di Derivata si troverà un sommario di cal- 
colo difterenziale. Esse sono enciclopedie, e come tali non pos- 
sono competere coi trattati comuni, perché disponendo i vari 
soggetti in ordine alfabetico, si perde completamente Tordine 
logico, che ha importanza fondamentale in tutti i trattatL 



Essi poi non contengono quasi mai Tetîmologia e storia deî 
nomi, elemento importantissimo pel perfezionamento délia ter- 
minologia. 

Infine essendo fatti da una sola persona, per quanto dotta 
e laboriosa, hanno sempre un'impronta personale; le inesattezze 
ed errori che inevitabilmente si rîscontrano in opère di questa 
natura non possono più essere corrette, non essendosi ristam- 
pate edizioni ulteriori. 

L'opéra récente 

F. MULLER, Vocabulaire Mathématique (français-allemand). 
Leipzig a.l900 p.xii+132. 

è voluminoso . perché consta in gran parte di terminî antiquati, 
e di termini proprii alFastronomia, aU'astrologia, ecc. 

Esso poi si limita in générale a dare la corrispondenza fra 
le parole francesi e le tedesche. 

Eccono un estratto: 
Abaciste, Aba^ist 
abaisser, emiedrigen 
abaque, Abacus, 

Di qui non si ricava alcun signiflcato dei termini. Anzi, 
essendo i termini matematici in gran parte internazionali, il 
dizionario si limita a una variazione di desinenze. 

Vedasi pure Mûller, Ueber der Mathematische termino- 
logie BM. a. 1901 p.282-325. 

Per quanto possano essere utiU i lavori precedenti, nessuno 
risponde alla questione. 

Ritengo che il dizionario matematico, quale ora si intrap- 
prende, avrà un piccolo volume, come ne fa fede la parte che segue. 

È sommamente utile che il dizionario sia un lavoro di col- 
laborazione, e che prima délia stampa definitiva esso sia visto 
da un gran numéro di persone. E ciô per togliere ogni carat- 
tere individuale al lavoro; perché necessariamente un solo au- 
tore imprime al suo lavoro un carattere unilatérale. Inoltre la 
raccolta riuscirà più compléta, potendo ognuno aggiungere quel 
nuovo termine, o quel nuovo signiflcato d'un termine che cre- 
derà più opportuno. 

Il libro riuscirà emendato dalle sviste in cui si cade ne- 
cessariamente in un lavoro di qaesto génère. 
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vSarà bene che il dizionario contenga solo i termini che 
trovansi effettivamente nei libri in uso oggigiorno. I termini 
antichi eccezionalmente possono essere riportati, se c'è qualche 
vantaggio a richiamarlî in uso. 

Lo scopo principale del dizionario è quello di poterne 
estrarre una terminologia da adottarsi in seguito. Ma le discus- 
sioni su questa scelta sarebbero attuabnente intempestive, prima 
che il lavoro di raccolta del materiale entro cui si deve sce- 
gliere non sia terminato. 

Queste le ragioni che esposi nel congresso dei professori 
italiani di Matematica, tenutosi a Livorno nell'agosto 1901. Ivi 
si è convenuto di pubblicare un « Dizionario di Matematica > , 
mediante la cooperazione di 

Mathesis, società fra gli insegnanti délie scuole secondarie, 
presiedute dal prof. G. Frattini a Roma, 

Periodico di Matematica, diretto dal prof. G. Lazzeri^ a 
Livorno, 

Rivista di Matematica, diretta dal prof. G. Peano a Torino. 

Aderirono pure : 

Il Bollettino di Matematica, diretto dal prof. A. CÎonti a 
Bologna, 

Il Pitugora, diretto dal prof. G. Fazzâri a Palermo. 

La prima parte di questo Dizionario si riferisce alla Logica 
matematica. Un saggio di questa parte fu presentato al con- 
gresso medesimo, Completato con aggiunte apportate dai pro- 
fessori Vacca, Vailati e Padoa, qui ne segue un'edizione prov- 
visoria. 

I membri e i coUaboratori degli enti associati possono pub- 
blicare sul rispettivo giornale le aggiunte, correzioni e osser- 
vazioni che crederanno opportune. 

Trascorso un tempo sufflciente, si passera alla stampa de- 
finitiva di questa prima parte del Dizionario. 
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PARTE 1' — L06ICA MATEMATICA 

In quosto Dizionario hanno posto i termini ^enerali che incontransi 
nelle pubblicazioni materaatiche. Sono esclusi cioè i termini proprii del- 
rAritmetica, délia Geometria e délie altre parti délia Matematica. 

I termini sono accompagnati dalla loro etimologia e da spiegazioni o 
esempi intomo al loro valore, o ai loro valori, e dalla loro trasformazione 
nei simboli usatî nel « Formulaire de Mathématiques » (*) quando la cosa 
è possibile. Questi termini non sono perô accompagnati da una vera de- 
finizione, perché Tesame di quali si possono definire e quali no, richie- 
derebbe tutta la Logica simbolica. 



(*) Âbbreviato in Formai. Qui si oiterà l'edizione deira. 1901, Paris, Carré et Naud. 



Addizîone logica. Vedi « Somma logica » . 

Analisi, àvâ-lv-aiç z=. so-lu-zione. Opposto a « sintesi » . 

Al testo di Euclide, libro 13, secondo Heiberg t.4 p.364, furono 
aggiunte da qualche commcntatore le definizioni di analisi e sintesi, 
ma poco chiare. La prima, come sta scritta, enuncia una forma di 
ragionamento errata. Lo stesso fa Pappo libro 7 p. 634. 

In Archimede, Ddla Sfera libro 2 prop. 4,. Tanalisi del problema 
consta nel porre il probl6ma in equazione, e nella sua risoluzione. 
La sintesi ne é una specie di verifica o prova. 

Il ragionamento analitico consta d'una série di sillogismi délia 
forma 6Z)c . o^^ O- «Z)c. 

Invece nel ragionamento sintetico i sillogismi hanno la forma 

Appartenere lat. adpertinere, ha assunto il valore di «essere parte» (vedi). 
Altre volte significa « é un » . {x appartiene alla classe a) = (xsa). 

Arbitrio. « Presi ad arbitrio due numeri a eb » vale quanto « Se a e 6 
sono numeri » . Vedi essere. 

Articolo. Termine grammaticale. 

Diversamente unito al verbo « essere » (vedi) gli dà i valori s, =:, 3« 
Assioma = à^iœfia da à^ioç = degno. Vale « proposizione primitiva » 
indicata nel Formul. con Pp. 

Alcuni A. fanno difierenza fra assioma e postulato, a seconda del 
grado di evidenza. 

Associativa. Essendo x^y degli individui d^una classe, sia xay un indi- 
viduo délia stessa classe. Il segno a indica un*operazione. Quest'ope^ 
razione dicesi « associativa » se qualunque siano x,y^z nella classe, 
si ha; {xay)az = xa{yaz). 
Sono associative le operazioni aritmetiche -|- e X > b le logiche f> e w 
Il nome « associativo » fu introdotto in questo senso da Hamiltou 
Cambridge J. a.l846 t.l p.50. 
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Assurdo lat. absurdas che in origine significava « che suona maie » . 

(la condizione px è in x assUtdà) = (non esistono degli x che sod- 
disfacciano alla condizione px) == (^xapx)- 

Greneralmente la condizione px è Taffermazione simultanea di più 
condizioni, e allora dire « il sistema è assurdo » vale quanto « le 
condizioni sono contradditorie » . 

Astrazione. Dicesi in logica mAtematica « deflnizione per astrassione > 
la deflnizione d'una fanzione tpx^ avente la forma: 

q)X^q>y ,=: . (espressione composta coi segni precedenti) , 
cioë non si definisce il segno isôlato q>x, ma solo Taguaglianza tpx = ipy. 

Avère si trasforma in « essere » . Es. « Se si hanno due numerî a e b» 
vale « Siano a e b dei numeri », 
(4 e 6 hanno per massimo comune divisore 2) = [ 2 = D(4,6) ]. 

Campo = classe. 

Classe = classis, idea primitiva, indicata col simbolo Cls. 

Coesistere. (Le condizioni d'un sistema coesistono) = 
(il sistema non è assurdo). 

Colncldere vale « essere eguale ». 

Commutatlva. Sia xay una fntizione di a? e di y. Si dice che Topera- 
zione a ô commutativa se xay^=:yax. 
Sono commutative le operazioni logiche ^ e w, e le aritmetiche + ® X* 
Dicesi poi che due operaziohi f e g a eseguirsi su una sola varia- 
bile x sono commutabili fra lôro quando f[gx)^g(fx). 

In anal i si sonvi numerose coppie di funzioni commutabili. 
Questo termine fu introdotto da Servois, Annales de Math. a.l815p.50. 

Compatibili = coesistenti (vedi). 

Comune. (Classe comune aile classi a e 5) = arb. 

Comunque = ad arbitrio (vedi). 

Conclusione = Tesi (vedi). 

Condizione ^ proposizione contenente variabili. 

Se a è una classe, la proposizione « a? è un a » in simboli « xea » , 
è una condizione in x. 

Viceversa se px ë una condizione in x, si puô considerare la «classe 
degli X soddisfacenti alla condizione px » indicata col simbolo «acspx » , 
che si legge « se taie che px »* Si ha 

X2{xsa) =a XS(X3p a; ) = /? a . 

Quindi data una classe, risulta determinata una condizione, e vice- 
versa. Sicchè i termini « classe » e « condizione » esprimono la stessa 
idea sotto due aspetti diversi. Nel Formul. si usa il solo simbolo Cls. 

Conseguenza. (La proposizione p è conseguenza délia q) = {q^p)» 
Contenere. (La classe a è contenuta in b) = (dairessere a si deduce es- 
sere b) = (oD6). 
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Contradditorio, Contrario, in logica scolastica il contraddîtorio del 
giudizio (proposizione) aZy> è -(a3&), 6 il contrario è a^)-*- 

In matematica più proposizioni condizionali diconsi contradditorie, 
se il loro prodotto logico è assurdo (vedi). 

Conversione. Regola di logica scolastica, per cui 

dalla proposizione « qualche a è & » si passa alla « qualche & è a » 
e dalla « nessun a è 5 » si passa alla « nessun 6 è a ». 

Siccome in logica simbolica quest;e proposizioni si scrivono ^a^, 
e '^otb, la conversione è una foripa délia regola di logica simbo- 
lica, detta « commutatività del prodotto logico ». 

La conversione ora considerata dicesi pure « conversione semplice » . 

Si converte la proposizione « ogni a è & » in « qualche & è a » ; 
e questa operazione dicesi « conversione parziale, o per accidente ». 
Si noti perô che in questo caso la proposizione « ogni a è & » non si- 
gnifica a3&» ma bensi « a^ • a« » . 
CoroUario da corona, corolla, corollarium = appendice. Cosi Boezio Con- 
sola 3' 10 tradusse il greco nàgia/xa zn conseguenza immediata d'un 
téorema. 

Costante. Âlcune volte è un pléonasme. « Sia a una quantità costante » 
vale quanto « asQ ». Ogni lettera ha un valore costante in una 
stessa formola, e un valore variabile da formula a formula. 

Applicata ad una funzione, la parola « costante » è tradotta cou 
const, simbolo definito nel Formul. §70. 

Dare, è un pléonasme. ( Siano dati due numeri a e b) = ( siano a e b 
dei numeri). 

Deduzionc. Se p e q sono proposizioni, la proposizione « da j9 si deduce 

q » chiamasi deduzione, e si indica con « pZDq ». 
Se a e 6 sono classi, oTib si suol leggere « ogni a è & » ; e vale 

quanto* « dairessere a si deduce essere b ». 
La deduzione si esprime nel linguaggio ordinario sotto più forme* 
Vedasi condizionei necessario, sufRciente, conseguenza, ... 

DeQnizione abbreviato in Def. Nel Formul. è un'eguaglianza il cui primo 
membre è il segno nuovo che si definisce, ed il seconde un gruppo 
note di segni. Es. (Numéro primo) = (Numéro divisibile solo per se 
stesso, e per Tunità). 

Alcuna volta si detinisce mrespressione contenente lettere variabili ; 
e la definizione è preceduta da un*ipotesi. Es. 

(Essendo a e b délie frazioni) .3- ^+^ = (espressione composta con 
a Q b Q coi segni délie operazioni aritmetiche sui numeri ihteri). 

« Definizione possibile » ë un'eguaglianza che, per un possibile 
ordinamento délia scienza, pu6 essere assuufca come definizione. 

Data una P, si riconosce facilmente se e^sa sia una definizione 
possibile. Diventa o no una Def, a seconda délia teoria e deU'arbitrio 
deirautore. 



— 166 - 

Il segno = d'ana defiuizione sttol leggersî « dicesi, chiamasi, îndica, 
significa, rappresenta » . 

Dimostrazione. Una dimostrazione ha in générale per scopo di persua- 
dercl délia verîtà d'una proposizîone. 

Alcune volte la dimostrazione d^un sistema di proposizionl già chiare, 
veriôcabili coiresperienza, ha per scopo di analizzarne le mutue re- 
lazioni, e di ridurle a un sistema di proposizioni primitive. 

Le dimostrazioni sono fatte quasi sempre colla sola logica naturale. 

Furono perô date délie dimostrazioni in cui si ottione una proposi- 
zîone dalle precedenti con una série di trasformazioni logiche. 

Diverso = différente = (distinto) = (non eguale) = (-0 

Distributiva. Dicesi che Toperazione a è distributiva rispetto alla fi se 
dcaiyfiz) = {xay)fi{xaz)y e si indica con Distrib(a,/Î). 

Sussistono le proprietà aritmetiche Distrib(X, +), Distrib(I^, X) , 
Distrib(lim, +)» Distrib(lim, X), ©ce. 
e le logiche Distrib (fi,^), C»^,^), 0»^)> (^>^)> (y/^)> e moite altre. 

Il nome fu introdotto da Servois. Vedi Commuiativa, 

£9 latino et. In molti casi indica 11 prodotto r>. 

(I numeri multipli di 2 c di 3 sono multipli di 6) = (2Nr>3ND6N). 
(I multipli di 6 sono multipli di 2 c multipli di 3) = (6ND2Nr>3N). 
Qualche volta significa u. Es. 
(I multipli di 4 c i multipli di 6 sono multipli di 2) = (4N u 6N D 2N). 

Eguale. « E eguale » o « eguaglia » si indica col simbolo =. 

La parola « eguale » quando si présenta sola, è indicata nel Formul. 

con t (iniziale di looç), Sicchè Bt vale quanto = . 

Nel Fonnul. si ha una sola eguaglianza, detta anche identità o 
coincidenza. Un*eguaglianza-identità dclla forma <pxz::^y da alcuni 
autori si considéra corne una specie d'eguaglianza fra ce e y, e si in- 
dica con nomi speciali. 

Eguaglianza è una scrittura délia forma xz=i/. 

X dicesi il primo membro, y il secondo deireguaglianza. 

Equazione è la forma latina di « eguaglianza ». Vedi identità. 

EquipoUenza. Altra forma di eguaglianza, usata da. Bellavitis pei vet- 
tori. Dopo i lavori di Grassmann e di Hamilton, si indica semplice- 
mente col segno = . 

Equivalenza. Altra forma di eguaglianza. « Le condizioni jy e q sono 
equivalenti » vale « p^=^ » . 

« Il solido a è équivalente al solido b » vale « Volume di a = vo- 
lume di & ». 

Elemento. Classe contenente un solo individuo. 

(La classe a è un elemento) = [3a : x,ysa . ZDx,y . x=.y]. 

Esistere.Si indica con g. 

Essere. A seco4da dei casi ha i valori « , = ,3 » 3» 
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Es. (7 è un numéro primo) = (7 s Np) 

;13 è la somma di due quadrati) = (13 s N*+N») 
[5 e 7 sono numeri primi) = (5,7 eNp) 
Tutti i multipli di 4 sono multipli di 2) = (4ND2N) 
Ogni multiplo di 4 è un multiplo di 2) = » 

[L'nomo è mortale) = (uomo 3 ^ortale) 
;13 è la somma di 4 e 9) = (13 = 4+9) 
[Sia a un numéro primo; si ha...) = (asNp.ID. ...) 
[Essendo » » » ) » » » 

[Sonvi quadrati somme di due quadrati) = [a N* r> (N*+N*)l 

Fissare è pleonasmo. 

(Siano fissati due numeri a e &) = (Essendo a e b due numeri). 

Le funzioni d'una coppia di variabili si indicano spesso scrivendo 
il segno di funzione fra le due variabili. Es. a-|-6, a — &,... 

Invece di « funzione » dicesi anche « operazione » o « corrispon- 
dcnza » . 

Générale o universale dicesi una proposizione, o giudizio, délia forma 
a^yb, ovvero a-6=:^, o sostituendo & a -&, ab:=z/\. 

Giudizio particolare ë la negazione d'un giudizio universale, cioè 
délia forma '^arb. 

Una proposizione A dicesi qualche volta più générale délia B, e la 
B caso particolare di A^ se aggiungendo alla ipotesi di A una nuova 
ipotesi, si deduce la B. 

Per e^. se nella prop. o,&eN .3- («+^)* = a*+2a6-f 6* 

aggiungo all'ipotesi la condizione &=:1, e semplifico, ho il caso 
particolare «aN .3. (a+1)' = a*+2a+l . 

« In générale » alcuna volta significa « sempre » ed è un pleonasmo. 

Altre volte dire che una proposizione « è vera in générale» signi- 
fica che ha dei casi di eccezione, ossia che non è vera. 

Alcuni A. dicendo che una funzione definita in un intervallo ha « in 
générale » una data proprietà, intendono che abbia sempre questa 
proprietà, tolto un numéro finito di punti. E considerata in un campo 
piano ha « generalmente '> una data proprietà, quando si debbano ec- 
cettuare solo délie linee in numéro finito. Ma siccome con una llnea 
si pu6 coprire con continuità tutto il campo piano, questo concetto 
deve essere maggiormente precisato. Ad ogni modo questo valore del 
termine « in générale » esce dalla logfca pura, perché contiene idée 
di aritmetica o di geometria. 

Gruppo, alcune volte significa Classe, in simboli Cls. 

(Gruppo di funzioni, o operazioni )= (classe di operazioni, taie che il 
prodotto funzionale di due individui di cssa appartenga alla classe 
stessa). a s Cls .3- (Gruppo di operazioni in a) = 

ClsX^Fa) n U3{x^y£u .'Z)x,y- ^y ^ w) 
Sottogruppo. Essendo a un gruppo, nel primo o secondo significato, 
la frasç « 6 è i;n sottogruppo di a » significa &3^? 
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Identità. « Gli oggetti x ed ^ sono identicî » vale « x:=y ». 

Una proposizione pi; contenente la variabile, o sistemadi variabili, 
.T, è un'identità, o è identicamente vera, qualunque sia a; in un campo 
a » significa « comunque si prenda x nel campo a, si ha />« > ; in sim- 
boH X£a , 3» * Px ' Es. x,y«N .3- ac+y = y+^c. 

Alcuni Â. chiamano identità un'eguaglianza délia forma x^uc. 

Altri chiamano identità Teguaglianza fra due ospressioni, vera per 
tutti i valori délie lettere. AUora x-^-y = y+^ ^^^ ^ un 'identità, 
perché non è vera se x e y sono vettori sferici. 

Equazione è un'eguaglianza contenente una variabile x, che sta 
per essere accompagnata.4al segno X3. Sicchè un'eguaglianza si chiama 
equazione o identità, a seconda délia sua posizione neirenunciato, pre* 
cisamente come un numéro si chiama « termine » o « fattgre > a se- 
conda délia sua posizione in una formola. 

Ideografia, in tedesco « Begriffschrift ». Scrittura in cui ogni idea è 
rappresentata con un segno. Sono ideografîe plù o meno complète la 
. scrittura geroglifica degli antichi egiziani, come pure la cinese attuale. 
Ideografie parziali sono costituite dalle cifre dette arabiche, dai sim- 
boli délia chimica, dai segni algebrici; ecc. L 'ideografia compléta, o 
pasigrafia, fu intravvista da Leibniz, col nome di « characteristica » , 
che ne pose le fondamenta in -scritti parzialmente da lui pubblicati, 
e che ora si vanno pubblicando. Vedasi specialmente : 

L. Couturat— Z/a logique de Leibniz d* après des documents inédits, 
Paris a. 1901 pag. 604. 

L'unione dei simbpli di logica cogli algebrici permise di esprimere 
completamente in simboli moite parti della matematica. 

Tutte le idée generali, contenute nel présente Dizionario, sono ri- 
duttibili ai simboli ideografici 

= Cls s 9 Z) '^ ^ " a ^ ' 

leggasi: 
è eguale, classe, è, taie, dunque, e, o, non, esiste, eguale, quel. 

Indipendente. (Due classi a e b sono indipendenti) =5; (aa-& . a*-«). 

Duc condizioni />2; e qx contenentila variabile x aono indipendenti, 
quando lo sono le classi X3px e X3qx . 

Due postulati, proposizioni primitive, sono indipendenti, se consi- 
derando i segni che rappresentano idée primitive come variabili, esse 
ssono in questi segni condizioni indipendenti. 

Si prova Tindipendenza d'un sistema di u proposizioni primitive, 
portando n csempi o interpretazioni dei segni primitivi, che soddisfano 
a tutte le combinazioni a n — 1 délie Pp e non alla eccettuata. 

Insième è lo stesso che classe = Cls. 
Inverse (legge délie). Vedi negazione. 
Ipotesi da iJià'&e-aiç = Sup-po-sizione. 

Essendo ]> e q condizioni, nella deduzione p35'i P ^ Tipotesi. 
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Lo^ca matematica è la scienza che tratta délie forme di ragionamento 
che si incontraiio nellc varie teorie materaatichc , riducendole a for- 
mole simili aile algebriche. 

Essa ha comune colla logica d'Aristotele il solo sillogismo. Le clas- 
sificazioni dei varii modi di sillogismi, quando soiio esatte, hanno in 
matematica poca importanza. 

Nelle scienze matematiche si incontrano numerose forme di ragio- 
namento irreduttibili a sillogismi. 

I principali teoremi di questa scienza si debbono a Leibniz (f 1716), 
Lambert (t 1777), Boole (t 1864), McColl, Schrôder, ecc. Nella 
RdM. t.7, p. 3 si trova l'elenco di 67 memorie pnbblicate su questo sog- 
getto neirultimo docennio. Altrc sono da aggiungere. 

Legge associativa, commutativa, distributiva. Vedansi questi nomi. 
Legge délie inverse, vedi negazione. 

Lemma r= krlfifxa da Xa/bL/iâvù) = assumo. 

In Archimede vale proposizione che si assume seuza dimostrazione, 
cioè proposizione primitiva Pp. 

Generalmente vale proposizione che si premettead un teorema onde 
facilitame la dimostrazione. 

Membre d'un'eguaglianza (vedi). 

Moltiplicazione logica vedi « Prodotto logico » . 

Necessario. (La proposizione p è condizione necessaria délia q) =: (gZJp). 

Negazione, Si indica col segno - che si legge « non ». 

Si ha: afCls.^. — a = a 

« Trasportâre « , in Logica matematica, sîgniiîca applicare la regola : 

a^bsCl» . aZyb .3- -&ZD"« 
analoga a una regola algebrica. 

Questa regola è anche chiamata da alcuni « legge délie inverse ». 
Chiamasi « proposizione inversa » di a^ib la 61>i, e « contraria » 
délia aryb la "O^yb. Perô, mentre il passaggio da una proposizione 
alla sua inversa o alla sua contraria è illegittimo, è solo legittîmo 
Paccoppiaraento délie due operazioni, che esprime la regola del tras- 
portâre. 
Nome. Termine grammaticale. 

Nome comune := Cls. 

Si possono considerare in analisi come « nomi proprii » i segni 0,1,2,..) 
e, i, n^ ecc. Del resto ogni nome comune, o nome d'una classe, è il 
nome proprio délia classe. 

La differenza fra nome e aggettivo è puramente grammaticale. 

Si dice « 7 è un intero » come pure « 7 è un numéro intero ». 

In simboli L nomi non hanno ne numeri ne casi. . 

Non vedi negazione. 

a.1901 d.338 RdM; t.7 \t 
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Nulla. La classe nulla, classe non contenente individu!, fa indicata con 
N (Nihil) da Leibniz, con da Boole, con A ^^^ Formnl. Il sno uso 
è limitatissimo. Ivi si trasforma ( la classe a è nulla ) in (non esistono 
degli a), in slmboli (r^a), 

quando ha il valore del latino c vel » indica la somma logica w. 

Quando ha il valore del latino « aut » fa chiamato « disgiunzione 
compléta ». c a aut b » vale c a-6w&-a ». 

m 

Ogni latino omnis. (ogni a è &) = (a36). 

Parte. La classe a è parte di b significa aOlà^ 
Altre volte significa « a3& • a<-=6 » • 

Particolare vedl « générale » . 

Possibile si esprime con g (esistono). 

(è possibile determinare, o trovare, un numéro quadrato somma 
di due quadrati) = [ a NM (NH-N*) ]. 

T?OSt\ï[Ato =: Xafifiavà/ievov, è indicato, insieme all'assioma (vedi), con Pp. 

Prendere è pleonasmo. 

(Siano a e b due numeri, presi ad arbitrio. ma fissi) = (Siano a e & 
dei numeri). 

PropQSizione. Termine grammaticale. 

Le preposizioni del linguaggio comune nella traduzione in simboli 
si uniscono col segno di funzione, e qualche volta sono un segno di 
ftinzione. 
Es. (Somma di 2 con 3) = 2+3 
(2 moltiplicato per 3) = 2x3 
(2 elevato a 3) = 2" 
(logaritmo di 2) s= log 2 
(3 metri cU seconde) = 3m/s 
(3 metri in 2 secondi) = 3m/(2s) 
(3 Lire al mjBtro) := 3L/m. 
Problema = TiQàfiXtjjMi da 7tQopâU.a> = propongo. 

Enunciato d'una condizione (o complesso di condizioni) p^ . 
Risolvere il problema ë trasformare la classe xspx in un'altra in 
cui la lettera x sia scomparsa. Es. qn X3{x'' — 3a;-f-2 =0) = il u t2. 

Prodotto logico di due classi a e bz=.arby e rappresenta la classe co« 
mune agli a e ai &. 
La moltiplicazione logica ha le proprietà 

ar>az:za arb:=,bra (an6)ry; = ar\(ônc) ecc. 

Pronome. Termine grammaticale. 

QueatOf quello, ecc. sono spesso rappresentati da a,6,...a?,y... 
Es. (Un numéro più un altro numéro vale quanto il secondo numéro 
più il primo) := {afisS .3- o + ô = 6 + a). 
Taie che si esprime con 3. 

Proposizione si abbrevia con P. 
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Âlcone P hanno il carattere di definizioni possibili. In tma teoria, 
cioè in un ordinameuto delle P relative a un dato soggetto, si scel- 
gono fira queste le definizioni. 

Altre P sono indimostrabili ; esse enunciano le proprietà delle idée 
primitive, e si chiamano « proposizioni primitive ». 

Le altre P, a seconda delle circostanze, chiamansi teoremi, corol- 
larii, lemmi. 

In Logica matematica si opéra solo su proposizioni condizionali, o 
condizioni (vedi). 

Proprietà. Sia a una classe; 1* « essere un a » suolsi chiamare una proprietà. 
Sicchè la differenza fra proprietà e classe è puramente grammaticale. 
« a è proprietà caratteristica di 6 » vale « azsb ». 

Qualche. Essendo a e 6 delle classi, la proposizione particolare affermativa 
« qualche a é b » vale quanto c esistono degli a q b » in simboli 
« ^arb ». 

Quello ha alcune volte il valore di i. 

(Essendo a e b due numeri, e & il maggiore, con &— a si intende 
quel numéro che aggiunto ad a dà pèr risultato b) =: 
{a,6eN . 6>a .3. ô— a=iNnxa(a+a5=6)] 

Relazione. Una relazione fra due enti è espressa da una condizione fra 
i due enti. Se x^y sono gli enti variabili, e px,y è la condizione, 
rîsulta determinata la classe delle coppie {x\y)che soddisfano a questa 
condizione; essa è indicata con (x;y)3px„y' 

Quindi ogni relazione pu6 essere rappresentata da una classe di 
coppie. 

Ad es. {x\y)3[XyyBq . x'+y*=l]i se identifichiamo la coppia x\y dï 
numeri reali col punto avente le stesse coordinate, rappresenta la cir- 
conferenza di centro Torigine e di raggio 1. 

La condizione px,y si puô pure esprimere con una funzione. Pon- 
gasi fy^X3(pz,y)' AUora px,y diventa xsfy^ cioè < a; è un individuo 
délia classe fy. 

Scolio =z ojàhoVj vale nota, osservazione. 

Se. Siano a e 6 delle proposizioni. c Se a, allora b » vale a^, 

Sempre. È un pléonasme per rinforzare la deduzlone. 

Sintesi da aùv-ûe-aiç = com-po-sizione. Vedi « Analisi » . 

Sillogismo. È la proposizione: 

a,&,c£Cls . àZib . &!>; .3- «De* 

I logici scolastici considerarono più modi di sillogismi, che si tras- 
formano fra loro colla conversione (vedi). Essi hanno poca importànza. 

Sistema, qualche volta indica Cls. 

II sistema di due variabili x e y &i indica con (x\y) (x,y). 

Sistema di condizioni è Tafifermazione simultanea prodotto logico 

dçJlç condizioni date. In Logica Afatemat{ca il prodotto di più coQdi* 
zioni è una cpndizione. 
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Soddisfare. (Gli x tali che soddisfano alla condizione pjc) = (a;3[px). 

Somma logica di due classi a e & è la classe fonnata dagli enti che 
appartengono ad una almeno délie classi a e 6. Si indlca con ay6, e il 
segno w si legge « o » (vedi). 
Essa ha le proprietà 
oua =a aJb = Jkm aj(bjc) = {cfJbyjc an(l^Je) = arb w ar>c ecc. 

Sufficiente. (La proposizione 2> è condizione sufAciente délia ^ =: (p^q)- 

Supposizione. Forma latina di ipotesî. 

Taie. (Gli X tali che è soddisfatta la condizione ^x ) = (Gli x tali che 

px ) = (xspx ). 
Teorema = OeciQYifxaj da ûecoQéco = considero, indlca una proposizione 

che si dimostra. 

Tesi = âéoiç. Nella deduzione 036, ô è la tesi. 

Trasportare. Vedi « negazione ». 

Tutto. La classe totale, o tutto, fu indicata in logica simbolica coi segni 
1,00 ,V. Esso ha perô poca importanza, e fu escluso dal Formulario. 

Verbo. Termine grammaticale. 

Corrispondono a verbi i simboli ideografici «, =, ^, g, >, <. 

Verificare = soddisfare (vedi). 

Vero. « La proposizione A è vera » vale « A » . 

G. Peano 
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ADDITIONS AU FORMULAIRE a.l901 

par 
Â. Arbicone 
T. Boggio 

E. Cantoni 

F. Castellano 

G. Peano, abrégé en (P 
G. Vacca » (v 

add. indique cette série d'additions: la première série est contenue dansRdM. t.7 p.8&*il0. 

DEUXIÈME SÉRIE 
LOGIQUE 

§ 3 10-61 Au lieu de ya lisez Z3. (p 

§1 (P-35) Eisenstein (a.l847, p. 71-91) a employé le symbole oq pour 
indiquer la substitution. 

Il avait observé qu'on ne pouvait employer à cet effet le symbole =. 
Car si dans une formule on veut substituer au nombre m le nombre m-{-l 
on ne peut écrire Tégalité absurde m = m -f- 1? mais bien suivant Eisenstein, 
w M «i + 1, ou suivant le F, [(m+l) | m], (v 

ARITHMÉTIQUE 
§ X 

1*8 {a+b)(b+€){c+a)+àb€ = {ab+bc+ca)(a+b+c) 
1*9 {a+b+c)(b+c+d){c+d+a)(d+a+b)+àbcd = 

(abc+bcd+cda+dab)(a+b+c+d) 

On remarquera que si dans le premier membre de cette P et de la PI '8 
au lieu des -\- on met des X ^ et au lieu de8 produits indiqués on fait des 
sommes, on obtient le second membre, et réciproquement. 

8-31 ab(a'-b)+bc(b—c)+ca{c—a)+{a-'b)(b—c)(c—a) = 0. 

Boggio 

6-1 Dem 

F. LiNDEMANN, Uebev den FermaCschen Satz betreffend die 
Unmôglichkeit der Oleichung x*'+y*'=^z'', 

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen classe der 
k. b. Akademie der Wissenschaften zu Mtlnchen, a. 1901 Heft 
2, p.185-202. 

Cosi U vincUore di n vinae pure VtdUmo teorema di 
FEBMAT. (p 



1 
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3-51 a(b+c)*-\-b(c+aY-\-c{a+b)* = {a+b)g>+c)(c+a)-\-4abc 
14-321 (a+&— 2c)(a— 6)*+(6+c— 2a)(6— c)*+(c+a— 26)(c— a)» = 
•701 a6(a*— 6*)+6c(6'— c*)+ca(c*— a*) + 

{a-b)(b—c)(c—a)(a*+l/+(^+ab-\-bc+ca) =0 
•800 (^(b^*+lf{c-a)*+(f(a—b)* = 3a6c(a— 6X6-c)(c— a) 

Boggio 

§^ 14^1 01 (a+&)* = a{a—Sb)* + 6(&— 3a)* 
•29 {a+by = (a»— 6a6 + 6^» + 16aft(a — 6)* 

•72 (a+&)' = a(a*-10ab-\-bIf)* + 6{a*-10a6+6^* 
•83 (a+6)» = {a—bf{a*—l4ab+lf)* + éab(3a—b)\3b—aY 
•921 (a+6)'=a<a*-21a»6+35a6'-7&')»+&(7a'-35a*6+21a6»-6»)* 
•931 (a+&)' = (a*— 28a*6+70a»6»— 28a&'+6*)* + 

64ab{a—b)\a*—6ab+lf)* 
•97 (a+6)» = a(a*-36a»6+126a»6'-84a6'+9&')» + 

6(9a*-84a*&+126a*6'-36a6»+&*)* CaatelUno 

22^21 meNj . aeB. . ma<,l .3 (l+«)" < /(l— «»a) 

[ l+a < /(1-a) O. (l-h»)»»- < ^.-ma ] (p 

§Num'i2l a,&e Cls . /i5(&fa)sim .3' Numa ^ Num& (p 

Ex. §lim 51 

3^8 oeN, .3 2t/[(a+r)(a+r+l)] |r, 1-m} = /(a+1) -/(a+m+1) 

[ Hp . r«N, .D. /[(a+'-)(a+r+l)] = /(a+r)-/(a+r+l) O- P 1 

Continuation : §Z7 4^ii 

Boggio 

4-2 s, = (6s' — 20s* + 12$* - 3s*)/5 

j Seitz et Q-andeb: The Analyst, t.6 p.58 a.l879 } 

Ârbicone 

§^ lin. Ajoutez :Cardano dans sa Practica Arithmetieœ, Mediolani 8.1539, 
fol. D iiii V. a remarqué l'utilité des fractions décimales pour l'extraction 
des racines carrées et cubiques, ayant observé que 

a,jieNj .D. ^ — X-nEvKXa» a) < X-" 
» » »vja — X-«E\KX8"a) < X-" (v 

20-6 n.meNj+l . xe (RFl-n)sim-. as RFl-n .3- 

{2aa;'")(2or~* > {^ax)^ (p 

4*11 a,m,neNj 3- 
m2Xin{a-\-r^"m) \r, l—n] ^ //7(a+l— w) — /77{a+»+l"^m) 



r 
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( Hp . »n=l . §2:P8-5 .3 Ths (1) 

Hp . mS\in(a+r-\-0---m,) \r, l—n\ = ma+V-m) — ///(a+n+1— m) O. 
(«H-l)r|//7[a+r+0-(»B+l)l |r, l-n| = S\\JlI{a+r-\4i-m) — 
IIl[a+r+^—(m-\-l)] \r, l-"n\ = \in{a+l—m)—IIl{a+n+l--m)\lm — 
\in[a+2-(m+l)] — //7[a-HH-2-(m+l)]t/»»=//7[a+l-(w+l)] — 

//7[a+»+l"(m+l)] (2) 

(1) . (2) . Induet O. P ] Boggio 

§! 
5-3 Dem [ r«Nj .3 r/(r+l)! +(r+l)/(r+2)! = /r! — /(»-+2)! Q. P J 

•■* 2|{2r-l)/(r-! 2»- ) |r,l-n} = 1— /(n! 2") 

l «Ni .3 (2r-l)/(r! 2>- ) = /[(r-1)! 2^-1] -/(r! 2' ) .3 P ) 

6'îl C(m,n) = 2[(— l)''C(w+l,n— r) |f, 0-»] 
•22 teN, .3 C{m,n) = ijC{m— A,n— r)xC(ft,r) |r, 0-*j 
•7 2K— l)''(2m+l— 2r)C{2w+l,r) |r, 0-w| = 
•8 «»2{[(-l)7(r+l)JC(m-r-2,r)2"»~»'^ |r,0-El(m-l)/2Jj 

= 2»— 2 

6-7 jwe 6N, .3 2[C(m, r) |r, (0-m)^N,] = (2*+Sl^° 
me 6N,+1 w 6N,+5 Q. .» = (2*+l)A 

me 6N,+2 « 6N,+4 .3 » = (2"»-l)/3 

we 6N,+3 .3 » = (2«»-2)/3 ^^ 

7-1 i {a+by^^ = a[2(— 1)' C{2n+1, 2r) a'^'6'" |r, 0-n]« + 

b[i i-iy C{2n+1, 2r) a-fi'^ |r, 0-n]^ 

•1 i (a+ô)** = t2(— 1)' C(2n,2r) a^^W \r, 0-(n— 1)]« + 

a6[2(— l)*" C(2n,2r+l)a"-'6'' |r, 0"-n]» 

Castellsno 

§E 1-81 a;,î/eR 3« E(a5Xî/)^EaJXEy 

<(Ea;+l)(Eî/+l) 

•82 a,6el+R 3 E{6/a)^2E(E&/Ea) [ p-5i 3. P ] 

2^0i wi,«€N, 3 *^ = 2[E{OT-|-r)/n |r, (^••(n— 1)] 

[ {min, n) | (œ, a) P2-0 3- P ] (p 

§ Chf 
oe UN, .=. 2[Chf X-^'a |r, N,] - 2[Chf X-*^*a \r, N,] e lin 
as 4N, .=. Chfa + 2Chf X-«a e 4No 
as 8N, .=. Chfa + 2Chf X"* + 4Chf X^a e SN» 
aM N, 3 rest(a,&) = re8t{2[Chf X'^a X rest(X', 6) \r. N,], &}(p 

§ dt 1^98 xéR . D(dtaJ,X)=l . peN^ 3 Cfr(X''aj)=Chf(X'+<»»*ar) 

§Np 6-8 xe 0-22 3. 17+6 E(a;*/4) e Np 

{ FoNTEBASSO, Supplemento al PdM. a.l901 p.l30 | (p 



" 
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§ mp 2-8 xsRAtx e (2(^No)X{o(^N,) . n = màx[nip{2,dte), mp(5,dta7)] 

Ô. x = Ejr+ v[Chf ,rX'^ |r, l-;i]{ (p 

§Q ^ 71*^ ^^£ qf{l-//^ ! 1-//^ î l-/y?) : x,y€ qFV"m .3*»y 

/7^£ cl u2 u4: uS 
j HuRwiTZ a.l898 GôttingenN. Cfr. IdM. a.l900 p.21. j (r 



FONCTIONS ANALYTIQUES 

§lim . 
8-6i a,6£N, .3 lim[j[&/(2a+:r)]|a?!'0] |r = >J(a*+6) —a 

•91 aeQ.^î£N^+l .3limt[*'vJ(a— a)|;r]'*0!|;'=?Q^5(a;**H-a:— 0=0) 
•92 limj['*g{aao!.r]'lj |r = af;(;z-l) 

14-4 Dem [ §2* 35 O- P ] 
16-3 Dem [ P-2 . ir=;2 O- P ] 
: 21-6 Dem [ §77 411 O- P ] Boggio 

§lim 22*1. Substituez à Tindication de Stern la suivante: 

{Lagrange a.l798; Œuvres t.7 p.297j (v 

22^11 tns NjfNo . a€(N4fNo)cres : rcNo .3^. ^*^r ^tir :3 *'^h:^i + 

JLagkange a.l798; Œuvres t.7 p. 296J (v 

23-6 aen .3 lim|v;[C(n— l--r,r) |r, 0->i]/ 

v[C(;/4-a-r,r) |>% 0-;?]| [n = [(yjo — l)/2]«+i 

Boggio 

§s 

6-1 Dem [ S(X'« \x, B) = limj^'fra^ — a^+iv «r )m jr^ Nq] '^, <?, 1 ! 

= lim;i[i^l— oVrt^"'-*"^*'' 1^ ^'0] :«, ^^ 11 

= lim[(l— a);f 1— rt«M-i) |rt, f^ 1] = /(w+lj ] 

Cette dem. est tirée de: 

Arzelà, Lezioni di Calcolo ïnfinitcsimale ; Firenze, Successori Le-Mon- 

nier; a.l901. 

b'\ 1 aeQ .3 S(.r"» \a\ Oa) — a'^'^'Xm+l) 

[ Hp . P2-5 O. S(j*'« [j-, Sa) = aS[(flf2)»'|3, 6>] 

= ■««* + 1 S( jw I ^^ ^ ) i=^ a^»^ V( w-|-i) ] 

Boggio 
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§log 5-1 

Note. — Gregorius a S. Vincentio dans son Opus Geometrlcum Aat- 
verpiae a. 1647 p. 594 avait vu la propriété caractéristique de Taire de Thy- 
perbole [S(/,l "^a)] , qui suit : 

a,7WÊ Q O- S(/, 1 ^rt»»)=mS(/, 1 ^a). 

Alfonso de Sarasa dans l'opuscule: Solutio problematis a/R. P. Ma- 
rino Mersennio minimo,propositi, Antverpiae a.l649 p.7, a reconnu ezplici-» 
tement que les aires de l'hyperbole correspondent aux logarithmes, (y 

§C-6 e^C=77[(e^/«),(l+/»)|«, NJ (v 

§Fc add. -33 Fc(a,l-n)= 

/ai+2!(— 1)' /dtFc(a, l-r)XdtFc[a, l-(r+l)]|r, l-(n— l)t 

•3* ■(-l)"Fc(a, 1-») < (-l)''Fc(rt,N,) < (-IfFçla, l-(n+l)] 
Ai (-ir+'|Fc(a, N,)-Fc[a,l-.(«4-l)]j e 0(-l)"(Fc(a, NJ 

— Fc(a,l—«)] 
•-42 6,ceN, . mod [Fc(a, N,)— h'c] <mod [Fc(a, N,)— Fc(a, 1-n)] 

O- b> ntFc(a, l-«) . c> dtFc(a, 1-n) 1Euleb>.1748 §382j 
•81 weNj . m<Cn .3- Fc(a, 1— h)— Fc(fl, V-m) = 
(— l)'»dtFc[a„+,+i|?-, l-(;j/H— 1)] [dtFr{rt. l-/)OXdtFc(a, 1-n)] 
•71 a,b,cen . D(«,&)=1 . modrt<;mod6 : «cN, . de NjFl'^'n . 
mod{ab)= Fc(d, 1-n) Q: «= (— l)»-iX8gnaXcdtFc[rf,l^^^ 
(n— 1)] . ?'= (— l)'*Xsgn&xcXntFc[rf,l-(«— 1)] .3 «,^«1 • 
au+bn^^ (Lageange, BerlinM. a. 1767 p. 175} 

Canton! 

(e-l)/(e+l) == Fc(2, 6, 10. 14, 18, ...) = Fc[(4ar— 2) |a?, NJ 

2/(e*— 1) = Fc(3, 5, 7, ...) = Fc[(2a;+1) \x, NJ 

(>Je -l)/2 = Fc(3, 12, 20, 28, 54, ...) 

v|e —1.= Fc(l, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, ...) 

C>|e —1), 2 — Fc(5, 18, 30. 42, 04, ...) 

j EULER a.l737 PctrC. t.9 (publ, en 1744) p,121 } 

rge-l)/rvje+l) = Fc(2n, 6«, lOn,...) = Fc(4a;— 2)n \x, NJ 
2/('*vJe-l) -2n +1 = Fc(6n, lOn,...) = Fc[(4£C+2)n \x, Nj 
j EULER a.l737 PctrC. t.9 (publ. en 1744 p.l32) } j(v 



§prob (add.) 'A nsN^ .3- 

{prob[(l—nFl—n)rcp «/&(a?fil'*'m .'^^. /»> =aî), (l'*'nFl—n)rcpl J 

= 2[{(-l)7w!K0-nj] 
•5 lim|prob[ » » J}|n=/e 

Ayant n objets l'"n, cette formule donne la probabilité que Ton a, en 
tirant les m objets au hasard, de n'en rencontrer aucun dont le numéro 
et le rang de tirage coïncident. 

À la limite, lorsque n tend vers Tinfini cette probabilité :=/e. 

M. Andrade (JP. a.l8{)4 cah.64 p.224) donne une formule analogue plus 
compliquée, qui donne e(^, lorsque ncN|. (v 



NOMBRES COMPLEXES 

24-7 a,beq .3 lim|[(a;+y)/2, 2xy/{x+y)] |(a?,y)r(a,6) = [^(06), ^ab)] 
{Oreqokt App. ad veram cire, qicadr. a.l668 p.7j 

Cette F permet de calculer rapidement les racines carrés des nombres, 
car le premier membre converge rapidement. (v 

§qM 251. Voir L. De Sanctis, SuUa convergenza di alcune série, Gior- 
nale dl Matematiche, a.l901. (p 

§ Dtrm 
•5J Hp*l . UfVfe Cls'l'"m . i«-=w' . aw . Numu = Nuint^' .3- 
2[(— l)h(2^2^) XDtrm(a, wît?)xDtrm(a, (l-m)-tt' î (l-*m)-t?) jt?, 
(Çls,l'"^) ^ t?3{Numr = Numw)] =0 
2-ii mfiNj . afijCfde qF(l—mil"*m) : r^sel-'^m .3^,». €{r,s) 
= 2[a(r,/)6(s,/) |<, 1-m] . d{ryS) = l[a(t,r)b{t,s) \t, l-wj 
O* ^^ l'"rn . vs Cls'l"*m . Numw =n . 
3»- 2 [Dtrm(C;WÎw) |w,(Cls'l'"w) ^ t^(Numte=n)] = 
2[Dtrm(d,wîw) |w,(Cls'l'"m) ^ w3(Nume^=n)] 
^ 2'-l 7W62N4+1 . ^^ qF(l—mil"*m) : r,s6l*"m .3^»«- ^^7^) = 
—a{s,r) :3« Dtrma =0 
•i me 2N4 , 06 qF(l-w \ 1— m) . &6 qF(l'"m/2 f l'**m/2) : r,se 
1—m .3»'>«- ^^)^) = "^^(s>^) = û^^+l— s,7n+l— r) : /i,te V**m/2 
r)h,i. b(h,I) = a(;i, m/2+0 + a(w— A+1, ?n/2+Z) Q. 
ptrmô)* = Dtrma { Gonther Determ*. j 

•3 me 2N4 .ae qF(l'"m i 1—m) : r,ss l"*m .3^»*" ^^;^) = 
— a{5,r) :3- Dtrma = {2[(— l)«a(l,s)>|[Dtrm (a,2'"w«s ; 2'"mHs)] 
s,2"-m]}* 



L*expression qui élevée au carré donne la valeur du déter- 
minant hémisymétrique d'ordre pair^ est dite le < pfaffien des 
éléments du déterminant ». Jagobi (JfM. t.2) a indiqué le 

pfaffien par la notation (i,2, ,m). 

^ 3-4 m,ne N^ . as qF(l—m î 1—m) . he qF(l*-n î 1—n) . 
ce qF(l—mn î l'-mn) : r,sE V"m . 7i,tel— n .3^,«,A,Z. 
c[n(r^l)+h, n(s— 1)4"/] = a{r,s) X b(hytj Q. 
Dtrmc = ptrma)n x (Dtrm6)w j Kroneoker JfM. t.72 j 

•1 Dtrm[C(n+r+s,r) |(r,s), 0-m î 0—m] = 1 

•2 BtrmlCin+m+r+Syn) |(r,s), 0'"7WÎ0'*'m] fi il w i— 1 

•3 n^î)+m .3 Dtrm [C(w+r, î>+s)|(^>s), 0—wîO— w ] 

= 27[C(n+m— r+l)|r, 1-p] / iI[C(m+r,m+l) |r, l-^?] 
{ Zeipel , Om Determinanter... Lunds Univ. Ars-Skrift, a.l865} 
'4 mfiNj+l . as N^Fl-m .3. Dtrm [C(a^,s)|(r,s), 

l-'mîO-'(m— 1)] =(— l)»«(«-i)'2/7ji7[(a,— aj|s, 1- (r^l)]|r, 

2-m| / i7[r'^^>, 2-(w— 1)] 
j Stern, JfM. t.66 a.l865} 

Cpl = complément 

^ 8-i Hpl-i . m=l . 3. Cpla =1 

Hpl'l . meN^+l . rySe 1—m .3* 
Cpl(a,r,s) = (— l)':^'Dtrm[a, (l-m)-cr î (l-w)-^] Df 

Cpl(a,r,«) est dit complément algébrique de Télément {r,8) du déterminant a, 

•2 Hpl-1 : re l'-m .3- Dtrma = 2[a(r,s)Cpl(a,r,5) |s,l— w] 
•3 Hpl'l : hyle 1-w . h^=l .3 2[«(M Cpl(a,Z,s) |s, 1-m] =0 
•4 Hpl-l . Afiq . hyls l"'m . A-=Z : re l***m .3^. 

Cpl(a,r,/i) = ACpl(a,r,Z) :3 Dtrma =0 
•8 Hpli . Dtrma =0 : h,le l*-m .'^h,L Cpl{a,h,I) -c=0 :'^. 

aqoft3[rfi 1-m .^r- Cpl(a,r,^) = ftCpl(a,r,/)] 
•6 msN^ . a,&fi qF(l— m î 1— m) . a?fiq : r,s£ V"m .'^r,8. 

b{r,s) = a(r,s)4-a? O» 

Dtrmft = Dtrma4-iX?2;|2[Cpl(a,r,s) |r, 1— m]|s, l"*m( 

^ 9-1 Hpl'i . Dtrma =0 . u^ve Clsl'^m . Numw = Numi? ^2 
.3. Dtrm(Cpla,wîî?) =0 
•2 Hpl'i . u,v£ Cls'l"*m . aw . Numw = Numt? .3» 

Dtrm(Cpla, uiv) = 
(—lf{^u+lv) X(Dtrma)f^umw— 1) x(Dtrm[a,(l-m)-MÎ(l-w)-2?J 



] 
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•3 Hpl-4 : r,s£ V"m .3. Clp(Cpla, r,s) = a(r,s)x(Dtrma)f<m— 2) 
•4 Hpl-i .3 

DtrmîCpl[Cpl(a,r,s) |(r,s)], l-miV'\m\ = (Dtrma)|Xtn— 1)* 
•S HplM . r,sel—m .3- Dtrma = a(r,5)Cpl(a,r,5)— 
(— 1K+«2J2[(— l)p+^a(r,Qa(p,s) Dtrm(a, l-vn -e?) -er f 1-m-etcs) 

|Z, l—m-es] |p, 1— m-erj 
•6 meN^ . a,bjC,de qF(l-mîl—m) : r,s€ l'*'m .'^r.s. c{r,s) = 
l[a(ryt)b($,f) 1^,1-m) . d(r,s) = 
2[Cpl(a,r,^) Cpl(6,s,<) |/,l-m :3.,«. .d(r,s) = Cpl(c,r,s) 
•7 meNj . ofi qF(V"m;V"m) : r,s£ V*^^ -iDr,*. a{r,s) =a(s,r) 

O*'»*- Cpl(a,r,s) = Cpl(a,s,r) 
•8 me Nj . a,byC,de qF(l— m i 1— m) . h,ks q : r,s£ 1— m .3',*. 
c(r,s) = /ia(r,s)4-/:6{r,s) . d(r,s) = kC^l{a,7^,s)+hCp\(b,r,s) :3 
Dtrmc = Dtrma X Dtrmô x Dtrmd 

i SiajCCI Annali di Mat. t.5 p.296 j 

Cantoni 

§Subst 8'OK hsq Q. Dtrm(a+/0 = 

l\h^ 2[Dtrm(a, wî^/) |<«, (Cls'l— n)<^w3(Numi^ = n— <)] |^, 0—nj 

Cantoni 

§ Subst 16*2. Voir F. G indice, StUla trasformazione degli integrctii, 
Le Matematiche pnre ed applicate, a.l90L. (p 

1-86 jr £ 4 - 2vj2+ 2>J3/3 + v|6 /3 -2Ô X-* 

{ George Peirce, A curions approximate construction 
for n, AmericanB. a.l901 p.426 j (p 

3-3i 4/^ zz: 2|[C(/2,n)]« |n, N.t = l+/4+/(2x4)«+,.. 

I Forsyth Mm. a.l883 t.l2 p,142 } (v 

10-6 oeQ . wieN, .3 S[/(a*+a;^~+' |a;,Q] = 

/rj(2r-l)/(2r) |r,l---mJ7i/(2a*^^') 

Boggie 

§ sin 

§sin 14*3. Cette P est commode ponr le calcnl numérique de S|/^ [(ocac)* 
4-((&sa;)'] \x, 6^/2 (, ainsi qu'il résulte de la 1431 qui suit, a été donnée par 
Lagrange sous une autre forme.( TurinM. a.l78é t.2; Œuvres t.2 p.272). (v 
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14-31 S\/y\[(acxf+(b^y] 1^1 ^;2| — 

7t^ I mod limt[(^+y)/2, >J(rr7/)] \{x,y)Y'(afi) \n (v 

9-12 xe q-n .3 7ei[^7tx)f = li:{x-\-nf |n, n] 

•7 a,6,m,nfiq .3- mod(me**+?ie'*) = m*+n*+2mncos(a— &) 

11 'il a?e q- njr .3- D(/taKj <1" njr/2, a?) = — /(sino?)' 

•7 ire q- n7r/2 .3* I^G^g sin, q-n7r/2, a?) = /tngir 

12'i oeQ .3- S(siiu; |a;, 0tt).= 1— cosa 

[ Hp . §S P4-1 .3 S(sinx \x. Sa) = \\m\{aln)S[sm{raln) |r, l"-n] |n| (1) 
P6-3 O. S[s\n{ra;n) |r, 1— n] =r sin(a/2) sin[(?i+l)a;(27i)l /sin[a/{2n)] (2) 
(1) . (2) .3 S(Biiiaî|x, ea) = 8in(a/2) liint(a/n)sin[(?i+l)a/(2n)] /sin[a/(2«>] \n\ 

= 25in(a/2) lim|sin[(a/2Xl+/?i)] (a/2n)/sin[a/(2n)] \n\ 
= 2[8in(a/2)]» = 1— cos a ] 

16-4 S|(tng-«a?)/(l+ir) |a?, e\ = (;7r/8)log2 

Boggior 

VECTEURS 

§vct notty p. 192. Voir : 

F. Schur, Uèber die Grundlagen der Géométrie. MA. t.55 a.l901 p.265. 

(P 
3'36 (u-\'V)+w = (i?+w?)+w = {w+ic)-\-v = î^-f î?+^(? 

Si u'=:t7*=:îi?' cette P exprime que: Dans tout trièdre les trois plans 
menés par les arêtes et les bissectrices des faces opposéeç ont une droite 
commune. 

•5 {u — w)-\'V = (V — w)-\'U = (u+r) — %v = u+v — lo 

Si tt*=:î;'=:î«*, cette P dit que: Dans tout trièdre les plans menés par 
les arêtes et les bissectrices extérieures de deux des faces opposées à ces 
arêtes et la bissectrice intérieure de la troisième face ont une droite 
commune. 

8-60i (a— c)x(6— c) =0 .=. (a— c)' = (a— c)x(a— ft) 
•64 2(c-6)x[a— {b+c)/2] = (a-6)* — {a-cf 

Boggio 

empli cmp_L 

^ 16-02 Hp P16 O- 

(cmp||w)t; = .=. uxv =0 .y. f:>=0 
(cm^\_u)v = .=. 7-e qu .u. v=G 

23-3 u,VyDu,Dve vctFq Q. J)(uxr) = hxT>v + oxDu 
•4 UjDus YctFq . modi^ = l .3- ^^XDi* = 
[ ttXw=l . P'3 .3 P ] 

Boggie 
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fvot 54'9 Ujf>,wB vct . w*=î?"=iu?4=l . ang(w;t?) =a . ang(i?,t«;)=6 . 
ang(i?,u) ==c . ang(i6vw,t?) =a' . ang(w;r,w) =6 • ang(t7;u,r =c' .3- 
sine sina + cosc cosa cos& = 

sine' sina' — cosc' cosa' cosft (v 

\ Caonou Antonio, Trigonometria, 2* ediz., Bologna a. 1804 
p.332 I (V 

^ bB'%\ Arc[(o+xe^a) \x, Ox] = S[vKl+a;^ \x, Sx] 

Arc de la < spirale d'Archimède », Voir la parabole. 

•» maN,4-l Q. Arc[{o+me*' a+e«*'a) \t, 2«7r] = 8m 

[ Hp . <«q O- modD[{o+fnei<a+ewl< a) |^ q, /] = m mod(ei' +e»«*0 = 

2m Bîn((m— l)f/2] (1) 

(1) . P631 O. Arc[(o+wei< a+e»»i«o) \t, 2ftr] = 
2wi(m— 1) SI 8in[(«»— 1)^/2] \t, 2ar/(m— 1)1 = 8m ] 
Le point considéré décrit la « roulette » engendrée par on point d*ane 
circonférence de rayon 1 qui roule, sans glisser, à Textérieur d'une autre 
circonférence fixe de rayon m— 1. 
Pour m=2 on a la « cardiotde propre » ou « Limaçon de Pascal » . 

•6 te 2671 Q. Arc[(o+te+e*<ia) \t, St] = 8 [sin(^/4)]* 

La courbe considérée est dite « cyclolde propre » . Boggio 

§F 

^ 61-31 Hp P61 . u'k 3 du'k . /; Dfe qF(u'k) Q. 

V(fu,k,p) = (Pf)up X F(w,ft,p) 
Cette P donne la régie pour trouver le p d'une fonction de fonction. 

'4i ie vcWO .3' F[^X(p— a) \p, pnWa, p]=i 
•42 p(txU(î)— a) Ip, pnt-ca,î>] = 

{t- [txU(p-a)]U(p-a)}/mod(p-a) 
•8 p[log(p— a)" |p, pnWa, p] = 2U(p— a) / mod(p— a) 
•8i p[log mod{î)— a) |p, pnt-ca, p] = U(p— a)/ mod(î)— a) 
•9 p[ang(p— a,il|p, pnUa, p] = 

[U(p— a) co8(p— a,t) — UtJ / [niod(p— a) sin(p— a,t)] Boggio 

^ 70*7 (u+v)a{v+w)a{io-\'U)=:^2uavaw 

71 '3 afiv* 3- nioda = mod(Ia) Df 

•4 tie vct . aev" . moda=l .3- 
(cmp||a)w = (cinp_LIa)w 

I =: c composante parallèle à a de u » | Df 
(cmpj_a)w = (cmp||Ia)w 

I z^ « composante normale k a de u> \ Pf 
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'il (cmp||a)u =0 .=. us qla .u. us=dd 
{cmp±a)u =0 .=. wxÔ^a) =0 ^. t^==0 
•5 ang(w,a) = ang[w,(cmp||a)w] Df 

•6 u,v,we vcWO . t>e qi/? . te'^ qt?+qw^ - a:=vaw .3* 

ang(w,w') ^ aiig(w,a) 
•7 a,be v*«-<0 .3' ang(a,6) == ang(IaJ6) Df 

Boggio 

^ 80-2 0€ pnt . ie vct-cO . r£Q . modi <^ .3 

Volum|pnt ^ r»3[mod(a?— oXr . (a?— o)Xt 6 é)t"] j = 
n (r"— 1^/3) modi 
•3 0£ pnt . t€ vcWO . r£Q .3* 

Volumjpnt f^ X3[mod[(cnrp\j)(x^o)] <r . (a?— o)xt e 9f]H 
= nr" modi 
•* oe pnt . te vct-«0 . rsQ . as 9n/2 .3- 

Volumjpnt « aî3[mod(fl?— oXr . ang(A?— o,iXa] j = 
2ji/^ (1— co8a)/3 
•5 o£pnt . i€ vct-«0 . as 0n/2 .3 

Volumjpnt '^a?3[ang(âP—o,iXa . (a?— o)Xt fi ©t^]j = 
jr(modt)'(tnga)' 

Ces quatre P renferment les règles pour trouver le volume: 

d*un segment de sphère de rayon r, dont une des bases est un grand 
cercle et la hauteur est modt; 

d*un cylindre droit de révolution, de rayon r, et de hauteur modt; 

d*un secteur sphérique de rayon r dont l'angle au sommet est 2a; 

d'un cône droit de révolution dont l'angle au sommet 66t 3a, et la 
hauteur est modt. 

'6 OyO'e pnt . ofiQ . mod(o— oO <a .3* 

Volumjpnt « x3[ïnod(x-~o) + mod(a;— 0') <a]| 

Cette p exprime le volume d'un ellipsoïde de révolution dont 0^0' sont 
les foyers et le plus grand axe est a. Boggio 

^ 81-2 Hp P80-2 .3 

Areajpnt ^ x3[mod{x—o)=r . (x^o)xi £ B^]\ = inr modi 
•3 Hp P80-3 .3- Areajpnt ^ ir3tmod[(cmp_Li)(a?— o)] =r . 

{x-^o)Xi s Oi^]\ = 2jir modi 
•4 Hp P80'4 .3 Areajpnt f^ a;3[mod(rr— o)=?* . ang(a?— o,iX<3^M 

= 2:n:r"(l— cosa) 
•5 Hp P80'5 3- Areajpnt oa;sr|ang(a?—o,i)=a . {x—djxi e 0f]\ 

;= :;n'8ina /(cosa)' Boggio 
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§vct 81-6 08 pnt . a Ace U'(vct-eO) r). Area(o+U*(vcWO)] ^ 
X3(x^o s Qfl+Qp+Qfi = ang(a; b,c) + ang(&; c,a) + ang(c; a,&) — jt 

{ Harriot, a. 1603 dans les Mes. inédits, qui vont paraître 
dans le BuUett. di Storia d* Mat a.l902, p.l; 
Girard, a.l629; Cavalieri, a.l632 j 

C&v.alieri en a publié le premier une démonstration complète. (v 
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